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Todo método num érico n ecessita  de um co n stan te  desenvolvim ento e 
aprim oram ento p a ra  e s ta r  a tualizado  com as novas form ulações teó ricas  desenvolvidas 
e novos re c u rso s  de "hard w are" . A p resen ta -se , então , aqui, o desenvolvim ento e 
aplicação do Método da Função de Green Local Modificado p a ra  a resolução da equação 
de Helmholtz, equação da onda. Tem -se, com isso , mais uma e tap a  na implementação 
d e s te  novo método num érico p a ra  a  solução de problem as do contínuo.
0 Método da Função de Green Local Modificado é um método novo, 
podendo s e r  v isto  como uma extensão  do Método de Elementos de C ontorno de 
Galerkin. Porém, não há n ecessidade  do conhecim ento de uma solução fundam ental de 
form a explícita, v isto  que a  função de Green é aproxim ada pelo Método de Elementos 
Finitos. P ortan to , é um método híbrido na su a  concepção.
A aplicação do Método da Função de Green Local Modificado à  equação 
de Helmholtz vem re so lv e r problem as de vibração Uvre em membranas e em cavidades 
acusticam ente  ríg idas, desde  que ap licadas as condições de con torno  de D irichlet e 
Neumann, respectivam ente; o problem a de vibração Uvre de uma membrana com uma 
porção  do contorno  Hvre e o u tra  fixa pode s e r  reso lv ido  com a imposição de condição 
de contorno  mista. E stes problem as já  foram extensam ente estu d ad o s a trav és  dos 
Métodos de Elementos de Contorno e de Elementos Finitos. São m ostrados re su ltad o s  
com parados com soluções analíticas bem como com resu ltad o s  obtidos p o r o u tra s  
técn icas  num éricas. É fe ita  uma análise  experim ental de convergência , tan to  p -  como 
h-, m ostrando as ten d ên c ias  da solução m ediante e s te s  tipos de refinam ento  da 
d iscretização  aplicada.
XIV
ABSTRACT
Numerical m ethods need continued  developm ent and 
im provem ent to  be up d a ted  w ith new th eo re tica l form ulations and  new hardw are 
fe a tu re s . Then, h e re  a re  p re sen te d  both  developm ent and applications o f Modified 
Local G reen’s Function Method to  solve the  Helmholtz’s equation  (wave equation). So, 
one has perform ed an additional s te p  on th e  im plem entation of th is  new numerical 
method to  solve continuum ’s problem s.
Modified Local G reen’s Function Method can be seen as an 
extension of th e  G alerkin B oundary Element Method, b u t avoiding th e  requ irem ent of 
th e  knowledge o f th e  explicit form  of a fundam ental solution, since  the  G reen’s 
function  is approxim ated by th e  F inite Element Method, and th e  evaluation of s ingu lar 
in teg ra ls .
Applications o f Modified Local G reen’s Function Method to 
Helmholtz’s equation  solves membranes fre e  v ib ra tion  problem s and acoustically  hard  
cavities wave propagation  problem s, when D irich let and Neumann boundary  conditions 
a re  appHed, re sp ec tiv e ly . F ree  v ibration  problem s o f a membrane which has a 
bo undary  portion  fre e  and an o th e r bo u n d ary  portion  fixed can be solved by applying 
mixed bo u n d ary  conditions. These problem s w ere h a rd ly  s tu d ied  by Boundary Element 
Method and F in ite  Element Method. R esults a re  shown and  com pared with analitycal 
so lu tions and w ith o th e rs  num erical tech n iques re su lts . An experim ental p -  and h -  
convergence  an a ly sis  is made show ing th e  solution tendenc ies of th e se  ty p es  of 
refinem ent.
1 INTRODUÇÃO
A maioria dos problem as rea is  da  m ecânica do meio contínuo, 
form ulados em term os de um con jun to  de equações d ife ren c ia is  sob condições de 
contorno  e condições iniciais ap ro p riad as, são  ca rac te rizad o s  po r uma complexidade 
geométrica e de constituição material, apresentando, em alguns casos, não-linearidades 
geométrica e material. Portanto, soluções analíticas desses problemas são praticam ente 
im possíveis de serem  obtidas, propiciando o desenvolvim ento de métodos num éricos 
para  a  determinação de uma solução aproximada do problema, Essa solução aproximada 
s e rá  tão  mais p re c isa  quanto  mais próximo da rea lidade  e s te ja  o modelo matemático 
utilizado p a ra  a  construção  do método num érico. Um método num érico é do tipo 
d ife renc ia l ou in teg ra l, ou se ja , de form ulação f ra c a  ou fo r te , dependendo  da 
form ulação num érica, se  e s ta  p recede  ou segue  a  in teg ração  das equações governan ­
tes .
1.1 FORMULAÇÕES NUMÉRICAS.
Os métodos num éricos mais u tilizados são o Método de 
D iferenças F in itas (FDM) [33,16], o Método de Elementos Finitos (FEM) [24,27,13,21,12] 
e o Método de Elementos de C ontorno (BEM) [17,4,15]. Os métodos FDM e FEM são do 
tipo  d iferencial, en q u an to  o BEM é do tipo  in teg ra l. 0  FDM transfo rm a as equações 
d ife renc ia is  em equações a lgébricas, válidas em um con jun to  de pontos no domínio. 
O FEM d esc rev e  o domínio como um con jun to  de subdom ínios ou elem entos fin itos, 
conectados a través de nós e reproduzindo, aproximadamente, o comportamento daquela 
porção  do domínio pela sa tisfação , na  média, das equações de equilíbrio ou movimento 
e a tendendo  condições de com patibilidade de deslocaentos nas in te rfaces  dos 
elem entos. O BEM , como o FEM, re q u e r  uma d iscre tização  do meio, porém apenas do 
seu  contorno , reduz indo , po rtan to , a  dim ensão do problem a em uma unidade e, 
consequen tem ente , o núm ero de equações n ece ssá ria s  é sensivelm ente menor. Quando 
as funções incó g n itas  que aparecem  na form ulação in te g ra l são relacionadas com as 
v a riáv e is  fís icas  do problema, o método de elem entos de contorno  é dito d ireto; 
a lte rn a tiv am en te , as equações in te g ra is  podem s e r  form uladas em term os de funções 
incó g n itas  análogas a  uma form a fraca , fo rnecendo  o método sem i-d ire to . Quando as 
equações in teg ra is  são expressas em term os de uma solução fundamental das equações 
d ife ren c ia is  o rig in ais , d is tr ib u íd a  em uma densidade  específica  sobre os contornos da 
reg ião  de in te re sse , o método é dito  ind ire to . Logo, o estabelecim ento de form ulações 
in teg ríiis  re q u e r  o conhecim ento p rév io  de uma solução fundam ental do o perado r 
d ife renc ia l do problem a, no caso do método ind ire to , ou de uma relação de rec ip roc i­
dade, no d ire to .
Paralelam ente ao desenvolvim ento de cada método num érico em 
si, p ro cu ran d o  m elhorar su as  c a ra c te r ís tic a s  e s u p r ir  su as  deficiêncieis, desenvolvem - 
se  e s t r u tu ra s  v isando  a  unificação dos métodos de elem entos fin itos e de contorno, 
pela  investigação  de form ulações in te g ra is  que  sejam  com pactas e que apresen tem  
ap en as  s in g u la rid ad es  frac as . Com e sse  in tu ito  foi desenvolvido o Método da Função 
de Green Local Modificado (Modified Local Green Function Method -  MLGFM).
1.2 O MÉTODO DA FUNÇÃO DE GREEN LOCAL MODIFICADO (MLGFM).
O Método da Função de Green Local Modificado (MLGFM) su rge  
com os trab a lh o s  de BARCELLOS & SILVA (1987)[11] e SILVA (1988)[71], como uma 
ex tensão  do método de elem entos de con to rno  de Geilerkin [8]. O método foi 
e s tru tu ra d o  cora base  no Método da  Função de Green Local (LGFM), desenvolvido e 
apücado  po r BURNS (1975)[20j, HORAK & DORNING (1977)[47], LAWRENCE (1979)[56], 
HORAK (1980)[46] e DORNING (1981)[29]. B urns apHcou o LGFM p a ra  o problema 
m ultidim ensional de d ifusão  de n êu tro n s ; Horak desenvolveu o LGFM p a ra  a  solução 
de problem as de condução de calo r e de escoam entos incom pressíveis e Law rence
a p re se n ta  o LGFM p a ra  o problem a de d ifusão  de n êu tro n s . Como o LGFM em prega a 
técn ica  de in teg ração  tra n s v e rsa , que  tran sfo rm a  o o p e rad o r d ife renc ial parc ia l do 
problem a em um o p e rad o r d ife ren c ia l o rd in á rio , as form ulações ficam re s tr i ta s  a 
domínios que possuam contornos que coincidam com ünhas de coordenadas ortogonais.
Barcellos e Silva m odificaram  o LGFM, gerando  o MLGFM, com 
o o p e rad o r ad ju n to  do problem a e a  aplicação do Método de Elementos Finitos (FEM) 
como método residual, p a ra  aproxim ar de form a d ire ta  as  m atrizes re su lta n te s  da 
transform ação dos o p e rad o res  in te g ra is  em o p e ra d o res  d isc re to s , m atrizes de Green, 
sem o conhecimento prévio de uma solução fundam ental, no caso, da função de Green. 
Obtém -se, assim, va lo res nodais das p ro jeçõ es  da função  de Green na base  do espaço 
de elem entos fin itos. Por e ssa  form ulação, as funções de Green em pregadas não 
necessitam  s e r  d isponíveis analiticam ente e  podem s e r  reso lv idos problem as p a ra  os 
quais não existam  soluções fundam entais. Com as  p ro jeções da função  de Green, 
valores da função nos pontos nodais, o problema de contorno é resolvido pelo Método 
de Elementos de C ontorno de G alerkin. A d iscre tização  do domínio e do contorno  
produz in te g ra is  sufic ien tem ente  re g u la re s , sem sin g u la rid ad es , onde p rocessos 
convencionais de in teg ração  num érica podem s e r  aplicados, como a  in teg ração  
gaussiana  [54,1]. Em essência , o Método da Função de Green Local Modificado é um 
método in tegral que utiliza o Método de Elementos Finitos para  determ inar automatica­
mente p ro jeções da  função  de Green p a ra  um sistem a de equações de con to rno  e de 
domínio.
1.3 DESENVOLVIMENTOS E APLICAÇÕES DO MLGFM.
A prim eira aplicação do MLGFM foi ap resen tada  no trabalho  de 
Barcellos & Silva (1987), onde foi reso lv ido  o problem a de potencial, equação  de 
Poisson, rep re se n ta d o  po r membranas e lás ticas, q u ad rad as  e c irc u la re s , sob condições 
d e  contorno de D irich let e misteu Foram u tilizados elem entos q u ad rá tico s  iso p ara ­
m étricos de 8 nós p a ra  o b te r  as m atrizes de G reen e elem entos de contorno  
isoparam étricos q u ad rá tico s  p a ra  aproxim ar as  equações in te g ra is , ótim os re su ltad o s , 
tan to  para potencial quanto para fluxo, foram obtidos u tilizando-se malhas grosseiras. 
Em seguida, Süva (1988) utilizou o MLGFM p a ra  re so lv e r o problem a de h aste s  
delgadas e o de v igas de BernouUi, sob s itu açõ es  d iv e rsas , como sob  ca rg as  
concentradas, descontinuidade de rigidez e várias condições de contorno, ap resen tan ­
do ótimos re su ltad o s  com parados com soluções analíticas. N estes casos, foi em pregado 
o método de colocação para  a  obtenção das m atrizes de Green, já  que p ara  os modelos 
unidim ensionais os con tornos ficam reduz idos a  pontos. Silva desenvolveu , também, 
o MLGFM p a ra  o estu d o  de membranas e lás ticas  não hom ogêneas. Os re su ltad o s  
num éricos foram  obtidos em pregando-se  elem entos fin itos q u ad rá tico s  isoparam étricos 
de 8 nós, no domínio, e elem entos q u ad rá tico s  isoparam étricos unidim ensionais, no 
contorno. Esses re su ltad o s  foram com parados com resu ltad o s  ob tidos p o r elem entos
fin itos e elem entos de contorno , bem como com soluções analíticas, m ostrando boa 
precisão.
R ecentem ente, BARBIERI & BARCELLOS (1991)[9] ap resen ta ram  
uma rev isão  do formalismo do método, reso lvendo  o problem a po tencial p a ra  domínios 
bidim ensionais e trid im ensionais. BARCELLOS & BARBIERI (1991) [10] ilu s tra ram  a 
aplicabilidade do MLGFM p a ra  a  solução de problem as de potencial em domínios que 
apresen tam  sin g u la rid ad es . P ara  e sse  tipo  de problema, foram usadeis m alhas com 
elem entos convencionais, elem entos lag rangeanos q u ad rá ticos p a ra  o domínio e 
elem entos quad rá tico s  unidim ensionais p a ra  o contorno. Próximo à  s in g u la rid ad e , a 
malha d esenvo lv ia-se  em p ro g ressão  geom étrica. BARBIERI & BARCELLOS (1991) [8] 
descreveram, também, como reso lver problemas de potencial em meios não homogêneos, 
que não podem s e r  reso lv idos d ire tam ente  pelo método de elem entos de contorno, 
devido a  inex istência  de uma solução fundam ental disponível. R esultados num éricos 
foram comparados com os do FEM. Para o b te r-se  uma comparação com o BEM foi resol­
vido um problema onde as propriedades do meio eram descontínuas por partes, já  que 
e s te  tipo  de problem a tem solução via BEM, dem onstrando no tável sem elhança de 
resu ltad o s . Foram usadas funções de in terpo lação  q u ad rá tica s , ta n to  no domínio 
quan to  no contorno . BARBIERI & BARCELLOS (1991)[7] extenderam  o MLGFM p a ra  o 
modelo de p laca de MindUn, m ostrando que o fenômeno de "locking" não o co rre . Os 
resultados, obtidos a  p a rtir  de elementos isoparamétricos quadráticos e  cúbicos, foram 
com parados com resu ltad o s  encon trados pelo FEM e BEM m ostrando  boa concordância. 
MACHADO & BARCELLOS (1992) [57] investigaram  a aplicabilidade do MLGFM para  placas 
laminadas o rto tró p icas , usando  elem entos lag rangeanos q u ad rá tico s  no domínio e 
elem entos de contorno  q u ad rá tico s , e novam ente não foi o b se rv ad o  "locking". 
Resultados num éricos foram  com parados com os do FEM, m o stran d o -se  p rec isos. 
FILIPPIN, BARBIERI & BARCELLOS (1992)[31] ap resen ta ram  o desem penho do MLGFM 
p a ra  problem as de potencial, tan to  está tico  quanto  dinâmico (análise  modal), 
verificando experim entalm ente as taxas de convergência . P a ra  a  an á lise  e s té tic a  foram 
empregados elementos de a té  25 nós (quarta  ordem), e p a ra  a  anáHse dinâmica a té  81 
nós (oitava ordem ).
Finalmente, BARBIERI (1992) [6] desenvolveu e apHcou o MLGFM 
p a ra  uma v a s ta  gama de problem as da m ecânica do contínuo. P a ra  problem as de 
potencial foram  usados elem entos lag rangeanos q u ad ran g u la res  de 4, 8, 9 e 16 nós e 
tr ia n g u la r  de 3 nós. C orresponden tes elem entos de con to rno  foram  em pregados. 
Problemas de potencial p a ra  meios homogêneos foram  reso lv idos e os re su ltad o s  
com parados com o u tra s  técn icas num éricas, bem como taxas experim entais de 
convergência, tan to  h -  quanto  p -, foram  determ inadas. Foram reso lv idos, também, 
problem as s in g u la res , problem as em meio não homogêneo, problem as de escoam ento 
potencial, problemas axissimétricos e de torsão de eixos; foram feitas comparações com 
resu ltad o s  an te r io re s  do MLGFM. O método "HRZ" (COOK (1989)[24]), um procedim ento 
efetivo p a ra  p ro d u z ir uma m atriz m assa diagonal, u sando  som ente os term os da 
diagonal da m atriz  m assa co n sis ten te  escalonados de modo que a  m assa to ta l do
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elemento seja  p reservada, foi investigado visando diminuir espaço de memória e tempo 
de cpu, m o stran d o -se  perfe itam en te  aplicável. Problem as trid im ensionais foram 
reso lv idos u tü izan d o -se  elem entos hexaédricos isoparam étricos q u ad rá ticos no domínio 
e elem entos q u a d ra n g u la re s  isoparam étricos q u ad rá ticos no contorno . N ota-se 
superconvergência nodal de fluxo e potencial. Barbieri realizou as prim eiras aplicações 
do MLGFM p a ra  re so lv e r  problem as da e lastic idade  bidim ensional. P o rtan to , fe z -se  a 
análise  de v igas em balanço, ta n to  re ta s  como cu rv as , de tubos de p a red e  e sp e ssa  e 
de placa re ta n g u la r  com fu ro  c ircu la r , em pregando-se  elem entos q u ad ran g u la res  
isoparam étricos q u ad rá tico s  e cúbicos. Os re su ltad o s  foram  com parados com soluções 
analíticas e numéricas. Determinou-se, também, o fa to r de intensidade de tensões para 
trincas, u tü izando-se malhas em progressão geométrica. Problemas axissimétricos foram 
analisados, com a  solução dos problem as de p laca c ircu la r com carregam ento  
uniform em ente d is trib u íd o  e de cascas e sfé ricas , e sp e ssa s  e sem i-esp essas, com 
p ressão  in te rn a . N estas aplicações também se  verificou  su p erco n v e rg ên c ia  nodal de 
deslocam entos e esfo rços. O MLGFM implementado p a ra  o modelo de placa de MindUn 
também dem onstrou  su p erco n v e rg ên c ia  nodal de deslocam ento e esfo rços. Foi no tada 
a  inex istência  do fenômeno de travam ento ("locking") e red u z id a  sensib ilidade  à  
distorção de malha. Taxas experimentais de convergência h -  e p -  foram determ inadas. 
P a ra  as aplicações num éricas foram  em pregados elem entos lag rangeanos q u ad rá tico s  
de 4, 9, 16 e 25 nós. Elementos de contorno  co rre sp o n d en tes  foram  u tilizados; todos 
os elem entos seguem  form ulações de deslocam entos. B arb ieri ap re sen to u  exemplos de 
p laca en g as tad a  e de placa sim plesm ente apoiada; de viga em balanço reso lv id a  com 
elementos de placa; de placa simplesmente apoiada com carregeimento senoidal; de placa 
c irc u la r  en g as tad a  e de p laca de Morley. Em todas as aplicações rea lizadas com o 
MLGFM, foram empregados nós duplos nos pontos de descontinuidade de condições de 
contorno  e /o u  da  normal, na  malha re p re se n ta tiv a  da d iscretização  do contorno .
1.4 OBJETIVOS DO TRABALHO.
D ando-se continuidade ao desenvolvim ento e ap licações do 
Método da Função de Green Local Modificado, o p re sen te  trab a lh o  tem po r objetivo 
desenvo lver e em pregar o MLGFM p a ra  a análise dinâmica de e s tru tu ra s , esp ec ifica ­
m ente membranas e lásticas e cavidades acú sticas , .sob o ponto de  v is ta  da  anáHse 
modal, ou seja, resolvendo-se um problema de autovalor/autovetor para  a  determinação 
das freq u ên c ias  e modos n a tu ra is  de vibração. Prim eiram ente é a p re se n ta d a  uma 
revisão detalhada do formalismo do método; em seguida, o método é implementado para  
equações h iperbó licas, m o stran d o -se  a  ob tenção  das m atrizes de in é rc ia  p a ra  as 
equações in tegrais, bem como a  montagem do problema algébrico de au tovalor/au tove­
to r . P ara  tan to , são  consideradas t r ê s  s ituações quanto  às condições de contorno: 
condição de con to rno  de D irich let homogênea, condição de con to rno  de Neumann 
homogênea e condição de con to rno  m ista homogênea. O MLGFM é, então, ap licado à
equação de Helmholtz, re so lv en d o -se  problem as de vibração liv re  de membranas 
e lásticas e de ondas em cavidades acusticam ente  ríg idas, conform e as condições de 
con torno  im postas. Análise experim ental de convergência , tan to  h -  quanto  p -  é 
realizada. P a ra  tal, im plem enta-se elem entos lag rangeanos q u a d ra n g u la res  de prim eira 
à  décima ordem, ou seja, de 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100 e 121 nós. 0 problema de 
a u to v a lo r/a u to v e to r  é resolvido pelo método de ite ração  subespacia l, v is to  que todas 
as m atrizes envolv idas são positiva  defin idas e sim étricas. A nalisa-se, ainda, o 
com portam ento do método quanto  à  d is to rção  de malha e v e rif ic a -se  a  constância  de 
re sp o s ta  com a  variação  do parâm etro  in tr ín seco  à  form ulação. Os resu ltados 
num éricos são com parados com soluções analíticas e com re su ltad o s  obtidos pelos 
métodos de elem entos fin itos e de elem entos de contorno.
1.5 MELHORAMENTOS APLICADOS. AOS MÉTODOS NUMÉRICOS MAIS UTILIZADOS 
PARA A RESOLUÇÃO DO AUTOPROBLEMA DINÂMICO.
1.5.1 Investigações no Método de Elementos Finitos.
A análise dinâmica de e s tr u tu ra s  pelo m étodo de elem entos 
fin itos convencional in tro d u z  im precisões adicionais na  solução, que não estão  
p re sen te s  na  análise  está tica . E stas im precisões provêm  da form ulação do elemento e 
devido à  condensação está tica . Os e rro s , em ambos os casos, são causados pela 
desconsideração  de term os dependen tes da  freq u ên c ia  nas funções que  relacionam  os 
deslocam entos em cada ponto da e s t r u tu ra  com os deslocam entos em ce rto s  pontos 
fixos, nós na form ulação do elemento fin ito  e nós "m estres"  na  condensação  está tica .
GUPTA (1973-84) [38-44] desenvolveu um a form ulação de 
elemento fin ito  p a ra  análise modal de e s tr u tu ra s  onde as funções de interpolaçêlo 
dependem  da freq ü ên c ia  n a tu ra l de vibração. Is to  re su lta  em m atrizes de in é rc ia  e 
de rig idez dep en d en tes  da frequência , que não é conhecida a  priorL  A m atriz das 
funções de interpolação é, então, expandida em séries, resultando em um problema de 
a u to v a lo r/au to v e to r quadrá tico , p a ra  o caso de v ibrações liv re s , que pode s e r  
resolvido pela combinação de sequência  de Sturm  com técn icas de ite ração  in v e rsa . 
Kecentem ente, GMUER (1990)[36] ap re sen to u  uma técn ica  de ite ra çã o  subespacia l 
in v e rsa  p a ra  a  solução desse  tipo de autoproblem a. FRICKER (1983) [35], usando a  
expansão das funções de in terpo lação  dep en d en tes  da freq u ên c ia  de vibração em 
sé ries , implementou uma condensação usando  m atrizes de rig idez  dinâm icas calculadas 
em freq u ên cias  fixas, sem elhante à  condensação está tica . MILSTED & HUTCHINSON 
(1974)[60] ap resen ta ram  a solução de problem as de vibração em membraneis com o uso 
de elem entos fin itos, onde o deslocam ento t ra n s v e rs a l  de um elem ento q u a d rü a te ra l 
a rb itrá r io  é aproximado po r um polinómio de q u a tro  term os mais um núm ero 
a rb itrá r io  de term os trigonom étricos. LADEVEZE & PELLE (1989) [55] p ropuseram  üm
novo método num érico p a ra  a  ob ten ção  de valores su p e rio re s  e in fe rio re s  ao valor 
nominal da freq u ên c ia  n a tu ra l de  vibração. E sse método e s tá  associado  com uma nova 
form ulação, form ulação e s tá tic a , p a ra  um problem a de au tovalor, basead a  em um novo 
quocien te  Rs, denom inado " quocien te  de Rayleigh está tico" , co n stru íd o  a p a r t i r  de 
um o p e rad o r de Green.
1.5.2 In v es tig açõ es  no Método de Elementos de Ctontorno.
O método de elem entos de contorno  tem sido em pregado com 
su cesso  na solução de problem as ta n to  em regime perm anente  quan to  em regim e 
tra n s ie n te . BESKOS (1987)[14] fez uma rev isão  do BEM p a ra  a  solução de problem as 
dinâmicos da e lastic idade  lin ea r, bem como de o u tro s  métodos de elem entos de con­
to rn o  não convencionais, como o esquem a híbrido que re su lta  de uma combinação de 
elem entos fin itos com elem entos de contorno . Quando aplicado à  solução de problem as 
de vibração liv re , o BEM pode s e r  c lassificado  em duas categorias: método das ra ízes  
de determ inan te  e método da  transfo rm ação  in teg ra l de domínio. A m aioria dos 
trab a lh o s  de aplicação do BEM p a ra  problem as de au tovalor s i tu a -se  na  ca teg o ria  do 
método das ra ízes  de d e term inan te , como os trab a lh o s  de TAI & SHAW (1974)[74], 
VIVOLI & FILIPPI (1974)[75], DeMEY (1976)[25,26], HUTCHINSON (1978,1985) [48,49] e 
SHAW (1979)[69], p a ra  a  equação de Helmholtz. O maior inconven ien te  d e s ta  ca teg o ria  
de  aplicação do BEM é o fa to  de que as soluções fundam entais são  complexas, 
envolvendo funções de Hankel com a  freq u ên c ia  de vibração como argum ento , 
p roduzindo  problem as de au to v a lo r não algébricos. Isso  o co rre  p o rq u e  a  an álise  de 
v ibrações liv res  tem sido  fe ita  da  mesma m aneira que p a ra  v ib iações fo rçad as , pela 
sucessiva apUcação de d iferen tes freqüências forçadas a  um sistem a sem amortecimen­
to  a té  que o c o rra  ressonância . O uso  c!e soluções fundam entais rea is  não é efetivo  
p o rq u e  e s ta s  soluço“.s não satisfazem  a  condição de radiação de Sommerfeld.
Na ca teg o ria  de método da transform ação  in te g ra l, a  in te g ra l 
de domínio da equação é tran sfo rm ad a  em in te g ra l de con torno  pela ap licação  do 
teorem a da d ivergência . Como to d as  as  in te g ra is  da equação são, agora , re lacionadas 
ao contorno, a  equação in te g ra l é red u z id a  a  um problem a de a u to v a lo r/a u to v e to r  
algébrico. Este método foi p ro p o sto  p o r NARDINI & BREBBIA (1982)[62] e BREBBIA & 
NARDINI (1985) [18], onde as equações in teg ra is  somente precisam se r  com putadas onde 
e s ta s  são in d ep en d en tes  da  freq u ên c ia . E sse procedim ento, denom inado "Dual 
R eciprocity  Method (DRM)", u tiliza  soluções fundam entais e stá tic a s , in d e p en d e n te s  da 
frequência . O método a p re se n ta d o  p o r AHMAD & BANERJEE (1986)[2] tem algum a 
sim ilaridade cora aquele p ro p o sto  p o r N ardini e Brebbia. Este, "P a rtic u la r  In te g ra l 
Method (PIM)", u tiliza  uma função  densidade  fic tíc ia  p a ra  aproxim ar as  fo rça s  de 
in é rc ia  e, então, usa  o conceito  de funções com plem entares e in te g ra is  p a r tic u la re s  
p a ra  reso lv er as  equações d ife renc ia is  re su lta n te s . Depois, BANERJEE, AHMAD & WANG
(1988)[5] implementaram a form ulação com elem entos isoparam étricos avançados com
in teg ração  a u to -a d a p ta tiv a  com con tro le  autom ático de e rro . Porém, os m étodos DRM 
e PIM requerem  a  inversão  de uma matriz para a  obtenção do problema de autovalor. 
ALI, RAJAKUMAR & YUNUS (1991)[3] p ropuseram  uma técn ica  que  elimina a  in v ersão  
de m atriz  n esses  m étodos. Com base  no método p roposto  po r N ardini e B rebbia, 
KANARACHOS & PROVATIDIS (1991)[51] discutiram  formulações d iferen tes para  a  matriz 
m assa p a ra  o BEM, m atriz  m assa "co n sis ten te"  e " in co n sis ten te" , onde a  form ulação 
"co n sis ten te"  u tü iza  as  mesmas funções de in terpo lação  e funções peso ta n to  p a ra  os 
term os está tico s  quan to  p a ra  os dinâmicos.
KATSIKADELIS & SAPOUNTZAKIS (1988)[52] determ inaram  as 
freq u ên c ias  e modos de v ibração  de membranas po r um método que  co n sis te  na 
determ inação num érica da  função  de Green p a ra  a  equação de Laplace u tü izando  o 
BEM, e su b seq u en tem en te  na dedução  da rep re sen tação  in te g ra l da  solução do 
problema, que envolve um potencial desconhecido na in teg ra l de domínio. Em pregando 
in teg ração  g au ss ian a  p a ra  a  in te g ra l de domínio e uma técn ica  de colocação, é obtido 
um sistem a homogêneo de equações algébricas lin ea res  com re sp e ito  às  deflexões nos 
pontos de Gauss. A in te g ra çã o  de domínios com form as a rb i tr á r ia s  é fe ita  p o r um 
método denominado "F in ite  S ecto r Method (FSM)". NOWAK (1988)[63], BREBBIA
(1989)[19] e NOWAK & BREBBIA (1989)[64] desenvolveram  o  "M ultiple R eciprocity  
Method (MRM)" no método de elem entos de contorno  p a ra  c o n v e r te r  in te g ra is  de 
domínio em c o rre sp o n d e n te s  in te g ra is  de contorno, u tilizando so luções fundam entais 
de a lta  ordem  do o p e ra d o r de Laplace. O método foi aplicado p a fa  an álise  tra n s ie n te  
de tra n s fe rê n c ia  de ca lo r e à  equação  de Poisson e de Helmholtz. Depois, KAMIYA & 
ANDOH (1991) [50] apresentaram  um novo e robusto esquema de elementos de contorno 
p a ra  an a lisa r o problem a de a u to v a lo r/a u to v e to r o riundo  da  equação  de Helmholtz, 
baseado na combinação do método MRM, da equação c a ra c te r ís tic a  e de  uma técn ica  
efic ien te  p a ra  a  determ inação  de au tovalo res. HONG (1991 )[45] a p re se n to u  um método 
de elem entos de co n to rn o  modificado, "Modified B oundary Element M ethod (MBEM)", 
no qual o contorno é dividido em p artes  regulares e irregu lares, e a  função de Green 
é fo rçad a  a  sa tis fa z e r  as  mesmas condições de con torno  hom ogêneas que  a  função  
potencial sa tisfaz  no con to rno  re g u la r . 0 in te rv a lo  de in teg ração  das equações é 
reduzido  aos con to rnos ir re g u la re s .
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o MÉTODO DA FUNÇÃO DE GREEN 
LOCAL MODIFICADO
A form ulação a b s tr a ta  do MLGFM, com o formaKsmo matem ático 
e form ulação variacional, p a rtin d o  de uma relação  de rec ip ro c id ad e  genérica , pode s e r  
en co n trad a  no trab a lh o  de SUva (1988)[71] e, meiis detalhadam ente, no de B arb ieri 
(1992) [6], onde são d iscu tid as  as condições de ex istência  e un icidade da solução e 
o formaHsmo p a ra  a  implementação num érica. Porém, fa z -se  necessá rio , aqu i, que se  
espec ifique  e ca rac te riz e  o espaço  onde o método é definido p a ra  que se  possa  
desen v o lv er o formalismo do método, v en d o -se  com tra n sp a rê n c ia  todo  o r ig o r 
matem ático envolvido, sabendo  que e s te  se  s itu a  fo ra  do escopo do p re se n te  trab a lh o .
2.1 FORMULAÇÃO DO MÉTODO DA FUNÇÃO DE GREEN LOCAL MODIFICADO 
(MLGFM).
D eno ta-se  por Q um domínio ab erto , limitado, no espaço  81", com 
con to rno  3Q su fic ien tem en te  reg u la r, ou se ja , um contorno  que adm ite a  ex istência  do 
v e to r norm al em q u ase  todos os pontos, exceto, possivelm ente, em con jun tos de medida 
nula.
A form ulação de Elementos de Contorno [17], u tü iza  funções 
defin idas em espaços de H ilbert H “ (Q) com valores no contorno. E stes  va lo res são 
usados p a ra  d e te rm in ar os do domínio. Então, os espaços de funções ap ro p riad as  
devem p erm itir ex tensões ao contorno, is to  é, devem p o ssu ir a  p ro p ried ad e  do traço . 
Um espaço de H ilbert H ” (Q) tem a p ro p ried ad e  do tra ç o  se  sa tis f iz e r  as seg u in tes  
condições, [65]:
(i) H “ (Q) e s tiv e r  denso  e continuam ente contido em C/(Q) e L/(Q) tiv e r  
uma topologia mais f ra c a  que /T”* (Q), H'^ (Q) c Í7(Q);
(ü) t/(Q) fo r  um espaço  pivotal, ou se ja ,
^ (Q ) c  Í7(Q) = U\Çk) c
onde U\Q) e H \ü)  são os espaços duais topológicos de U{Q) e //(Q) respectivam ente , 
is to  é, os espaços dos funcionais H neares contínuos sobre U{Q) e H{Q), [66];
(iü) ex is tir um mapeamento lin ea r y://(Q)-» dfí{Q), onde o o p e rad o r linear
Y mapeia o espaço  H{Q) sobre  o u tro  espaço  de H übert dH{Q), ta l que o núcleo de y, 
Ho ,s e ja  denso  em U, ou sejei,
H  = ker(Y) (2.2a)
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H ^ c : U  = U ' c  h '  (2-2b)
sendo  £is inc lusões den sas  e continueis.
O espaço dH{Q.) co rresp o n d e  a  um espaço  de va lo res  de 
contorno , com o o p e rad o r y levando os elem entos de H{Q), defin idos em Q, p a ra  6Q. 
O o p e rad o r y é denominado "operado r traço ". P ara  uma função  u(x) defin ida  em um 
espaço  de H ilbert H “ (Q), o o p erad o r tra ço  é definido por
(2.3)
dn^
V xe3Q, u(x)eQ, 0 < j  < m-1
Y = (Y0.Y1.... Y«-i) (2*4)
e e sse s  com ponentes são as de riv ad as  norm ais em 5Q de ordem  menor que m, onde 
n é a  normal ao con to rno  3Q no ponto x. Então, y j é um m apeamento lin ea r e contínuo 
de / í  “ (fí) em H (ÕQ)
com m podendo a ssu m ir va lo res in te iro s  ou frac io n ário s  [64].
2.2 FORMALISMO DO MLGFM.
S eja  o problem a Linear genérico , um sistem a de equações
d iferenciais , na  form a
A[«(x)] = Hx) (2.6)
em Q, com condições de con to rno  p re s c r i ta s  e con to rno  3Q su fic ien tem en te  reg u la r, 
onde ex iste  uma solução ún ica  que depende continuam ente das condições de contorno 
e da excitação, c a rac te rizan d o  um problem a bem posto. N esta re p re sen tação , A{' )  é um 
o p e rad o r d ife ren c ia l lin ea r, u(x) é um v e to r deslocam ento generalizado  e b(x) é um 
v e to r fo rça  generalizado.
O MLGFM é um método in te g ra l com e s t r u tu r a  sem elhante à  do 
método de elem entos de con torno  in d ire ta , porém  com a s  v a riáv e is  d ire tam ente  
relacionadas a  fenôm enos físicos. Tem -se, então, um problem a a d ju n to  co rre sp o n d en te  
p a ra  uma excitação do tipo  função D elta de D irac^ Ô(P,Q), na  form a
A 'lG (P m  = » (P .® !
com I como o te n so r  iden tidade , 6(P,Q) a  função  D elta de  D irac e G(P,Q) o te n so r 
solução fundam ental, onde G re p re se n ta  o deslocam ento generalizado  na d ireção  i de 
um ponto QeQ, devido a  uma fo rça  genera lizada  u n itá ria  apHcada na d ireção  j  no 
ponto PeQ, & A* {•) é o o p e rad o r ad ju n to  de A{').
M ultipHcando-se a  equação (2.6) p o r G(P,Q) * e a  equação (2.7)
po r u * (x), tem -se:
G(P.®M[i.(i)] = G(Í>,®'K») <2«)
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‘ 5(x,{) = 0, vx.E e /ou(x)8(x,{)dQ(x) = u(ç)
b '(i M '[ G ( p ,(?)] = i i '( i ) a ( i> ,o ) i  = d ( í’,<?)»'(*) <2.9)
S u b tra in d o -se  a  equação (2.8) do tra n sp o s to  da  equação (2.9),
re su lta :
[A ■lG(P,Q)iru(.x)-G(P,Q)'Alu(x)] = u(x)l,(P,Q)-GÍP,QfKx) <2‘'»
que re a rra n ja d a  fica:
u(x)ô(p,(?) = G (p ,(?m x)+ [A  w ,< ?)]r« (x )-G (p ,< ? )* [^ [tt(x )]]  (2. 1 1 )
L ocalizando-se um sistem a de coordenadas no ponto  QeQ, a 
in teg ração  da equação (2. 1 1 ) no domínio, ag o ra  £2 p fo rn ece  a  solução, como sendo:
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ju(F)H P,Q )da, .  fG (P ,( f fK F )d a ,^ j^ [ A \a fm Y « iP )d a ,  
- fG { P ,Q f \A lu iP ) V a f
que levando-se  em con ta  as p ro p ried ad es  da função  D elta de D irac, fica:
- f & P M l M u i m a ,
(2.12)
(2.13)
A plicando-se o teorem a de Gauss [30] às d uas últim as ;parcelas 
da  equação (2.13), re su lta :
f  [A W,<?)Ol»WQp = - f  [N*[G(pmVu(p)ddCi
(2.14)
j  G {P .Q nA [u{F m dQ ^  = - /  G(p,çy[iV[»(p)]M aQ6Q
^ B{G{P,Q)MF))
(2.15)
onde 5(u,G) é a  form a b ilinear assoc iada  ao o p e rad o r A (') , e d6Qp re p re s e n ta  um 
elem ento infinitesim al de con torno  3Q com o ponto pe3Q e N ( ‘)  e TV* ( • )  são  os 
o p e rad o res  de Neumann associados a  A(- )  e A* (•), respectivam ente . S u b stitu in d o  as 
equações (2.14) e (2.15) na equação (2.13), vem:
»«?) “ f^G iP ,Q )'H F )d a ,*  
- f jN -lG (p ,Q )]) ''‘(p)daa^*B(,u(.P),G(,P,Q))* f 2 ‘ 6) 
t  f^ a<p.Q Y lN lu m V dQ , -B(.G(,p,Q)Mfí)
Com a definição de o p e ra d o r ad ju n to  [23], ou se ja ,
( r / , s )  -  ( / ,« • )
sendo  T  um o p e rad o r sobre um conjun to  D em um espaço  W, que mapeia D em 81, então 
g *  = T* g e T* é o o p e rad o r ad ju n to  de T, tem -se:
í ( f e )  = ( r / 8 )  = (f,T- g)
Então,
B iu (P ) ,G (P m  = B(G(P,Q)M Py) (2.19)
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portan to :
U(Q> = f& P ,Q fH P )d a ,-
(2.20)
-  f j l f ia < p ,Q ff f> ‘(P)d3a,*/^G<p,0'[W[li(p)]]d3Q,
o  te n so r  G(P,Q.) re p re se n ta  uma solução fundamentêil da  equação 
(2.7). A equação (2.20) re p re se n ta  uma form ulação d ire ta  de elem entos de contorno 
(form ulação in te g ra l) , [17]. P ortan to , o te n so r  G(P,Q), como solução fundam ental, 
a p re se n ta  irre g u la r id a d e  no c ê l so  unidim ensional e s in g u la rid ad e  nos casos bidimensio­
nais e trid im ensionais, d ificu ltando  o cálculo num érico das in te g ra is  da  equação (2.20), 
mesmo que s e ja  conhecida a  exp ressão  m atem ática de G(P,Q). A sin g u la rid ad e  dessas  
in te g ra is  é agravada pela p re sen ça  do o p e ra d o r de Neumann, apLLcado sobre G(p,Q). 
P a ra  com pactar e m elhorar a  reg u la rid ad e  da  solução, to rn an d o  o p rocesso  num érico 
mais eficiente, [71], tran sfo rm a-se  a  solução fundam ental G(P,Q) em uma função  de 
Green, que é a  solução da equação (2.7) a tendendo  a  a p ro p riad as  condições de 
con to rno  previam ente estabe lec idas. Portan to , p a ra  uma maior conveniência, som a-se 
e s u b tra i-s e  a  quan tidade
fao" '■ — ............  ~P*
(2.22)
G(p,Qy[N'lu(p)]\ “ íN'[G(p,Q)]Vu(p) (2.2 1 )
na  equação (2.20). Logo,
«(O ‘ fjB(P.Q)'»(,P)da^-}j(.N'*N')lG(p.Q)V!u(p)dda,
* f ^ G ( p ,Q y m * N ) i u m d d a ^
que é a  expressão  de onde p a r te  a  concepção do MLGFM.
Uma form a a p ro p riad a  p a ra  o op erad o r N’é a  de um op erad o r
co n stan te , ou se ja
N '  = (2.23)
onde ki é uma co n stan te  re a l não nula, com kj podendo ou não s e r  d ife re n te  de kj, 
p a ra  ii*j. É mais conven ien te  u tiliz a r-s e  kj = k j  Os valores num éricos p a ra  ki devem 
s e r  a rb itra d o s  de form a a  m an te r um bom condicionam ento num érico do sistem a final 
de equações.
P a ra  se  a tin g ir  o objetivo de tran sfo rm ar G(P,Q) em uma função 
de Green fa z -se  n ecessá rio  o estabelecim ento  de condições de contorno . A condição 
de contorno  mais a p ro p ria d a  é a  condição de con torno  homogênea p a ra  a  função  de 
Green:
(N*+N^G(p,Q) = 0 (2-24)
P ortan to , a  solução u(Q) fica:
» « a  = j^G(.P,Q)'HF)dQ^*f^a(pmiN*N')lumV3a,, <2-25)
Porém, a  in te g ra l de con torno  na equação (2.25) a p re se n ta  
d e riv ad as  de u(p) no sen tid o  do traço , inconven ien tes p a ra  a  anáHse num érica. 
D efine-se, então, uma nova q u an tid ad e  F(p) como:
F(p) = (N+N)[u(py\ (2-26)
Logo, a  solução u(Q), em uma form a mais ap ro p riad a , sem 
d e riv ad as  da função de Green e de u(p), fica:
» (®  = f jS iP ,Q fH P )d Q ,* f^ G (p ,Q fF (p )d d a ^  (2.27)
que fo rnece  valores de u(Q) p a ra  QeQ, ou se ja , é a  equação in te g ra l que re p re se n ta
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a  solução do problem a no domínio. Como as funções envolv idas no problem a foram  
defin idas em espaços de H ilbert que perm item  ex tensões ao contorno , ou se ja , que 
possuem  a p ro p ried ad e  do traço , is to  é:
u{q) = lim uiQ) (2.28)
(M
o b tém -se  a  equação  in te g ra l que define o problem a no con to rno  3Q:
m  = f ^ 0 ( ,P 4 ) 'K F ) d a ,  + /^ G ( p ,4) 'F (p )d a Q , (2.29)
As equações (2.27) e (2.29) compõem o sistem a de equações 
in te g ra is  que rep re sen tam  o problem a com pletam ente. As condições de con to rno  são 
inc lu ídas a trav és  do o p e rad o r de D irich let e da qu an tid ad e  F(p). As condições de 
con to rno  de D irich le t são  autom aticam ente inclu ídas na definição do espaço  das 
funções adm issíveis, espaço de H übert com a  p ro p ried ad e  do traço , [66], As condições 
de con to rno  de Neumann, C auchy-Robin e m istas são re p re se n ta d a s  pela quan tidade  
F(p), [6]. Contudo, F(p) = (AFt-iV’)u(p) re p re se n ta  a  "reação /fluxo" rea l do problema, 
A\x(p), e uma "reação /fluxo" fic tíc ia , ^ u ( p ) .  Quando existirem  porções do con torno  com 
condições essen c ia is  hom ogêneas, é convenien te  d e fin ir va lo res de apenas n e sta s  
porções, p a ra  e v ita r  um pós-p rocessam en to  dos re su ltad o s . Nos demais casos de 
condições de con to rno  deve s e r  e fe tuado  um sim ples pós-p rocessam ento .
2.3 fo rm u la çã o  NUMÉRICA.
2.3.1 DISCRETIZAÇÃO E APROXIMAÇÃO NUMÉRICA.
A form ulação o rig inal do MLGFM p ro p o sta  p o r Süva [71], 
p ro p u n h a  a  p a rtiç ão  do domínio em subdom ínios e o método e ra  desenvolv ido  p a ra  
apen as  um subdom ínio. BARBIERI (1992) [6] também co n sid e ra  a  p a rtição  de domínio, 
porém, apHca o método p a ra  todo o domínio, ou se ja , p a ra  todos os subdom ínios 
sim ultaneam ente. P ortan to , o domínio Q pode s e r  subd iv id ido  em m subdom ínios, , 
k=l,...,m  e
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Q = ( J  Q (2.30)
*-l
__*
onde Q é o fecham ento do subdom ínio q * e
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Û 'P I Q/ = 0 (2.31)
Como o Método de Elementos Finitos é em pregado p a ra  se  o b te r  
a  aproxim ação da  função  de Green no domínio, cada subdomínio é d isc re tizad o  em f  
elem entos fin itos. As in te rfa c e s  dos subdom ínios devem te r  a  mesma d iscre tização , ou 
se ja , o mesmo núm ero de elem entos e função  de in terpo lação  de mesmo g rau . P ortan to , 
é possível se  in te rp o la r  q u a lq u er q u an tid ad e  y, que ten h a  com portam ento suave, 
sobre  o subdom ínio £2*^ com funções de in te rpo lação  locais do Método de Elementos 
F in itos, como:
y = [TK).) (2-32)
onde yj re p re se n ta  o va lo r da  q u an tid ad e  y  m edida no nó i  da  malha de elem entos 
fin ito s, com i= l,...,n d , sen d o  nd o núm ero to ta l de nós da malha de elem entos fin ito s  
do subdomínio, e [T] é a  m atriz  deis funções de in terpolação  de domínio,
m  -  [«I ^2  -  1 -J  (2-33)
P ara  a  reso lução  do sistem a de equações in te g ra is , d iv id e -se  
o con to rno  de cada  subdom ínio £2*^ em c  elem entos de contorno. As fu n çõ es de 
interpolaçÊLO de contorno , 0j , são o tra ç o  das funções de in terpo lação  de domínio,
Uma quan tidade  y  é in te rp o lad a  no con to rno  como
y = [*JM (2-34)
onde  yj re p re se n ta  o valo r da  q u an tid ad e  y  medida no nó i  da malha de elem entos de 
con torno , com i= l,...,n c  e nc é o núm ero to ta l de nós da malha de elem entos de 
con to rno  do subdom ínio, e [í>] é a  m atriz  das funções de in terpo lação  de con to rno ,
[ * ] - » ,  *2 <l>, • W  (2-35)
A m alha de elem entos de contorno  em prega, se  n ecessá rio , nós 
duplos em pontos que ap resen tam  descon tinu idade  de condições de con to rno  e /o u  de 
geom etria, ou se ja , da  normal. E sta  malha u tiliza  elem entos de contorno  c o rre sp o n d e n ­
te s  aos elem entos fin ito s u tilizados na malha d isc re tizad o ra  do domínio, is to  é, 
elem entos com funções de in te rpo lação  de mesmo g rau . P ara  a  variável de campo u(p) 
é n ecessário  que h a ja  e s ta  co rresp o n d ên c ia , e n tre  a  ordem  das fu n çõ es de 
in te rpo lação  da malha de elem entos fin itos, malha de domínio, com a  m alha de 
elem entos de contorno , malha de contorno . Contudo, a  variável de fluxo f(p ) pode s e r  
e x p re ssa  em term os de um o u tro  con jun to  de funções de in terpo lação  K nearm ente 
in d ep en d en tes, caso  se ja  mais van tajoso .
C onsiderando, agora , o domínio sem s e r  partic ionado , ou se ja .
Q=Q*, apenas um subdom ínio ( F igu ra  2.1), Expandem -se, en tão , as q u an tidades u(Q), 
u (q ), b(P) e F(p) pelas funções de in terpo lação , como no FEM:
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««?) = [Y «?)] [u]^  







com {u} ° e {u} ^ re p re se n ta n d o  os v a lo res  nodais de deslocam ento generaE zado u no 
domínio e  no contorno, respectivam ente; {b} e {f} re p re se n ta n d o  va lo res nodais de 
fo rças  de corpo generalizadas e de reações genera lizadas, respectivam ente .
A equação (2.27), ap licada a  cada elem ento em que foi
d iscre tizad o  o domínio, fica  re e sc r ita  como:
+ /^G (p.® '[*0>)](/}d3Q ,
(2.40)
Como os va lo res {b} e {f} são va lo res nodais, p o rtan to  
co n stan te s , não necessitam  e s ta r  subm etidos ao o p e rad o r in teg ra l. Então:
(2.41)
A equação (2.41) re p re se n ta  a  solução do problem a de forma 
aproxim ada, j á  que  to das as q u an tid ad es  envolvidas foram  expandidas em um núm ero 
fin ito  de nós, ou se ja , em um núm ero fin ito  de g ra u s  de lib e rd ad e . P o rtan to , a  
exp ressão  (2.41) a p re se n ta  um resíduo , R. ü tü iz a n d o -se  um método de res id u o s 
ponderados, fa z -se  com que e s te  res íd u o  se ja  nulo no sen tid o  da média. A plicando-se 
o Método de G alerkin [19,76], fa z -s e  uma p ro jeção  o rtogonal do re s íd u o  sobre um 
con jun to  de funções linearm ente  ind ep en d en tes , as funções de in te rp o lação  de elemen­
tos fin itos i i^, ap licando  o p rodu to  in te rn o  definido no espaço  de H ilbert. P o rtan to , 
fa z -se  a  p ro jeção  o rto g o n a l de u(Q) sobre [T(Q)j. Então:




E screvendo  em uma form a s in te tizad a , fica;
A i u f  ^ B ( f l  *  Cti>) <2‘'3)
A = f j t m p i m v Q g  (2 ‘t‘t)
B  = /^ [T (® r  f jS (p ,Q y  [*(p)]<fôQ/Qç (2.45) 
C = Jj,V (Q ífJ^O (P ,Q m (P )]da^Q g  (2.46)
E screvendo as p ro jeções da função  de Green
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G ^ F Í  = /_ j[T (® ] 'G (P ,0 W n ç  (2.47)
o p y  = f j ^ m ' ( X p , Q ) ' d a ,  <2a s )
que serão  o b tid as  pelo Método de Elementos Finitos, p ode-se  re e sc re v e r  as m atrizes 
B e C como:
J8 = f^^G /py[< è(p)]ddQ ^  (2.49)
C  = f^ G J iP fm P ) ] d Q p  (2.50)
C onsiderando, agora, a  equação (2.29), ap licada a  cada elemento 
em que foi d isc re tizad o  o contorno, em term os das quan tid ad es  expandidas, vem:
[«(«)] = /^G (P^)'[T(?)]áQ ,(»l ^ /^Gô>^)'[«(p)]</ao,W  (2.51)
Aplicando o Método de G alerkin à  equação (2.51), porém 
fazendo, agora , a  p ro jeção  de u (q) o rtogonal ao su bespaço  das funções de in te rp o ­
lação de contorno , [®(q)], vem:
(2.52)
que em uma form a mais compacta, fica:
D{«}^ = E{f\ + F{b]  (2.53)
onde:
D » /^ [«(«)]'[*(î)]< iaQ , (2.54)
B  -  / j * ( i ) l ' /^ G ( p ^ ) ‘[*0')ldaO,<KQ, (2.55)
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P  -  / j « ( í ) ) ' / ^ G ( P w ) '[ T ( í ) ] d Q ^ 3 Q ,  (2.56)
onde as  p ro jeções de G reen são:
G Jifí = /^[«(4)]'G(/>^ )'<«0 , (2.57)
G » '  -  /^ [« (« ) l 'G (p ^ ) 'á a Q , (2.58)
As m atrizes B  e F  podem, então, s e r  re e sc r ita s  como;
B  = / ^ G » '[ « < p ) ] d 3 Q ,  (2.59) 
F  = f  G / / 0' [ T ( W Q ,  (2-60)
2.3.2 DETERMINAÇÃO DAS PROJEÇÕES DA FUNÇÃO DE GREEN.
A p e d ra  a n g u la r  do MLGFM é a  determ inação das p ro jeções da 
função  de G reen (P), (p), Gc (P) e G  ^ (p), sem o conhecim ento da mesma. P ara  
ta l, re so lv e -se  pelo Método de Elementos Finitos dois problem as associados;
Problem a 1
i4*G(P,<?) = Ô(P,Q)I (2.61) 
(N*+N')G(p,Q) = 0 (2-62)
p a ra  todo P,Q eQ e peSQ.
Problem a 2
A *G(P,q) = 0 (2-63)
( N * + N ^ G ( p S  = à(p ,q)I  (2.64)
p a ra  todo PçQ; p ,q  eôQ.
P ro je tan d o  o Problema 1 no sub esp aço  gerado  pelas funções 
de in te rpo lação  de domínio, is to  é, m ultipH cando-se a  equação (2.61) por [T(Q)] e 
in teg ran d o  no domínio, m antendo o ponto P fixo, vem:
- /^ S(P,<?)[T«?)]áOç.[T(P)] (2.65)
onde a  in te g ra l do lado e sq u e rd o  re p re se n ta  a  p ro jeção  da função  de Green G^ (P). 
Logo:
A *Gj,P) = [T(P)1 (2.66)
P o rtan to  o Problema 1 que envolvia a  função  de G reen sob uma 
excitação do tipo  D elta de D irac foi transform ado  em o u tro  que envolve a  pro jeção  da 
função de G reen excitada  p o r funções convencionais de elem entos fin itos, com 
continuidade C° (Q), fo rn ecen d o  como solução um te n so r  Gd (P) mais suave que G(P,Q).
Analogamente, m ultip licando-se a  equação (2.62) p o r [T(Q)] e 
in teg ran d o  no domínio, tem -se:
(W * + W 0 /„ G (p .® [¥ (® ]d O ç  = 0 (2.67)
ou, id en tifican d o -se  a  p ro jeção  da função  de Green, (p),
( N * * N ^ G j ( p ) = 0  (2.68)
Os te n so re s  (P) e (p) têm a  forma:
GJiP) = /  » íg ^ íP ) g ^ iP ) g^dP) ... g j J P ) l  (2.69)
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com
a j p )  = /  G (p ,® m ® ]d Q e -  [f^(p) g^(p) g ^ (p ) ... g ^ jp )]  (2.71)
com
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As equações (2.70) e (2.72) rep re sen tam  a j-ésim a com ponente da p ro jeção  da função 
de Green G(P,Q) e G(p,Q), respec tivam en te , na  base  que define o espaço  de elementos 
fin itos ^ h , p ) ,  onde  h  define  o maior diâm etro ex tern o  e n tre  os elem entos da malha 
e p  o g rau  do poUnômio in te rp o lad o r, [6].
Então, po d e-se  re e sc re v e r  as  equações (2.61) e (2.62) como:
Í N ' * N ' ) g j ( p )  “ 0  (2-74)
com j= l,...,n d .
R epetindo-se  o procedim ento p a ra  o Problem a 2, porém 
p ro je tan d o -o , ag o ra , no sub esp aço  gerad o  pelas funções de in te rpo lação  de contorno, 
ou se ja , m ultiplicando a  equação  (2.63) po r [í>(q)] e in te g ra n d o  no contorno 8Q, 
m antendo o ponto p fixo, tem -se:
A * f^G (P ,q )m q )]d d Q ^  = 0  (2.75)
onde se  o b se rv a  a  p ro jeção  da função  de Green Gj, (P), re su ltan d o  em
A  *GJiF) = 0  (2.76)
P a ra  a  equação (2.64) vem:
(N*tJV')/^G (p^)[«(«)ldaQ , = [«(p)] (2.77)
onde, id en tificada  a  p ro jeção  da função  de Green G  ^ (p), fica;
i N * ^ N ') G / j í )  = V b(p)\ (2.78)
Os te n so re s  G<, (P) e Gc (p) têm a  forma:
G / í )  = I  0 ,(P ) ... (2.79)
com
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o j p )  -  -  lg ,(p) g^(p) g^(p) • « ,.(p)l <2 «i)
com
gc(p) = f^^G(p,q)<^/q)ddQ^ (2.82)
re p re sen tan d o  a  j-és im a  com ponente da p ro jeção  da função de Green G(P,q) e  G(p,q), 
respectivam ente, na  base defin ida sobre  o contorno , ou se ja , funções de in terpo lação  
de g rau  p  defin idas como tra ç o  das funções de in terpo lação  que formam a hase ^ h , p ) ,  
[6].
P ortan to , p o d e -se  e sc re v e r  as equações (2.63) e (2.64) como:
A*g,liP) = 0 (2.83)
com j= l,...,nc .
Problem a 1'
( N - * N ') g^Xp) ‘  i/p )
Então, os dois problem as associados são re e sc r ito s  como:.
(2.84)
A * GJ^F) = [Y(P)] (2.85)
p a ra  todo PeQ; pe5Q.
Problem a 2*
( N * * N ^ G / p )  = 0 (2.86)
(2.87)
( N * * N ^ G ^ ( p )  =[<»(?)] (2.88)
p a ra  todo PeQ; pc3Q.
Como as  p ro jeções da função  de Green são  con tínuas, a  
aproximação no domínio usando  as  funções de in terpo lação  de elem entos fin itos é 
possível, re su ltan d o :
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OU
= [ W ]  {G"'’), <2-9'»
com gdik re p re se n ta n d o  o va lo r da i-ésim a com ponente da p ro jeção  (P) no nó k, e
{ 0 0 %  = ... (2-91)
De m aneira análoga, tem -se:
? .,(?) = (2-52)
OU
f^,(p) = [*(?)] {G"^!, (2.93)
(G « ') ,  = [ í ^  g , ,  g , ,  ■■■ í ^ j ‘ (2-94)
p a ra  a  aproximação de gdi (p).
P a ra  g,^ (P), vem
ou
ou
= I f l  '1' í  f s  ■■■ K - J b .»  Sc„ *C„ ■■• í c j
= [T(«HG<^), (2.96)
(G“ -!, = te.„ ... * ,J '  <2W
Finalm ente, p a ra  g ã  (p)> tem -se:
?.,<p) = » .  «l-í ♦ , ■ -CJl«.» •• e .,J '
f.,(p) = [«(P)11G<»1, (2.99)
(G‘»), = ... g , J  (2.100)
P ortan to , p o d e -se  e sc re v e r , de m aneira compacta:
GJÍ.P) = [ Y ( P ) ] G ^ ^  (2.101) 
G ,iP ) = [ T ( P ) ] G ^ ^  (2.102)
G J p ) = í ^ ( p ) ] G ^  (2.103)
G »  = [0 (p)}G^ (2.104)
onde e são te n so re s  obtidos dos valores nodais de Gd (P)> Ga (p),
Gc (P) e Gc (p), respectivam ente, com o uso do Galerkin-FEM aplicado aos problem as 
associados, [6].
P a ra  o p e rad o res  a u to -a d ju n to s , A(''J b a * (•),  pode-se  determ i­
n a r  funcionais p a ra  os problem as 1 * e 2* , J{Gi ) e J(Gc ), cu ja  minimização também 
re s u lta  nas p ro jeções da função de G reen. E stes podem s e r  encon trados em [6]. Com 
e s ta s  p ro jeções, têm -se  os sistem as de equações:
[K * = [ m  (2*^°^)
onde [K\ é a. m atriz  de rig idez convencional de elem entos fin itos e [ ^  ] é a  m atriz
p ro v en ien te  da  modificação in tro d u z id a  quando o o p erad o r N’ é especificado no 
con to rno , e vale:
[ J C * ]  =  / ^ [ ® ( P ) W ' [ < & ( / 0 1 1 á a Q  ( 2 1 0 6 )
A m atriz  [Afl pode s e r  v is ta  como a  m atriz m assa form al com densidade  un itá ria ,
[M] = í  [7 (P )y [7 (jP )JdQ  (2.107)
a  p a r t i r  do problem a 1 *, e
[K  + K * ][G ^ ^  = [m] (2-lOS)
com [m] e sc r ita  como
[m] = f  [<P(p)y[<^(p)]ddQ (2.109)
*60
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Ju s ta p o n d o -se  os dois sistem as, vem:
(2.110)
que tem como solução os valo res nodais das p ro jeções da função de Green (P) e 
Gc (P). Os valores de (p) e Gj, (p) também são obtidos, já  que são o tra ç o  dos 
an te r io re s .
R escrevendo as  m atrizes B,  C  e  F  como
B  -  /^ /^ [*0> )] 'G (P .< ?)'[Y «?)M Q ,/i3Q , (2 1 1 1 )
C .  /^/jT(®]'G(P,<?)'[T(i>)]<iQedQ, ( 2 1 W)
P  -  / j J „ m O ) ] ' G ( í > . ® ' t « ( p ) J d £ l < ^ 0 ,  ( 2  I I 3 )
v e rif ic a -se  que C é uma m atriz  sim étrica  e que B  ~ F ^  .
Das equações (2.57), (2.102) e (2.111), é possível e sc re v e r:
B  = (2.114)
B = P ‘ = A G ^  (2-115)
Das equações (2.47), (2.101) e (2.112), vem:
c  = (2.11 6 )
C = A G ^ ^  (2.117)
R eescrevendo a  m atriz  E  como:
B  = /^ /j*(í)]'G ((>4)'[*0>)]daQ ,< í3Q , (2.1 18 )




E  = [ G ^ ' f  [<b(p)V[<b(p)]ddQ„ (2.119)• 30 ”
que fica:
£  = (2.120)
As m atrizes A e D são as  m atrizes grammianas de domínio e de 
con torno , respec tivam en te , e são facilm ente o b ten íve is  po r in teg ração  num érica.
Da equação (2.43) e sc re v e -se :
A {Kp = A G "’ {^ + A {6} <2.121)
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e, po rtan to :
{ « p  = G ^ ( / }  + G ^ ^ l b ]  (2.122)
Logo, os deslocam entos no domínio são obtidos sem a inversão
da m atriz A
2.4 CONCLUSÕES.
A e s t r u tu ra  analítica  do MLGFM é para le la  à  do método original, 
LGFM. E n tre tan to , a  aproximação de q u an tid ad es  no MLGFM pode s e r  aplicada a  
domínios com co n to rn o  a rb itrá r io , em oposição ao LGFM, que é r e s tr i to  a  domínios cu jo  
con to rno  seg u e  linhas coordenadas o rtogonais. A genera lidade  do método é devido 
essencialm ente à  u tilização de funções de in terpo lação  fin ita s  ju n to  com um princípio  
variacional p a ra  a  determ inação dos coeficien tes das m atrizes de G reen.
A facilidade de cálculo das m atrizes envolvidas é explicada pela 
aproxim ação da função  de Green e, também, do term o que envolve o op erad o r de 
Neumann.
P ortan to , o MLGFM pode s e r  v isto  como uma técn ica  
rela tivam ente  sim ples e p re c isa  p a ra  a  anáMse de problem as genéricos, onde o u tra s  
técn icas necessitam  re c o r re r  a  form ulações complexas p a ra  a  reso lução  d este s  
problem as ou, mesmo, são im possibilitadas de reso lvê-lo s.
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3 IMPLEMENTAÇÃO DO MLGFM PARA 
EQUAÇÕES HIPERBÓLICAS
O estudo  do problem a de p ropagação  de ondas em meios 
contínuos co n sis te  da análise  de uma equação h iperbólica, que, genericam ente, 
e sc re v e -se :
(3.1)
ou, compactamente,
0^u(x,t) =f(x,t) ( -^2)
onde
□  ^ (.) = : ^ - ± Ü Ü  (3.3)
d x ^  e t^
é o O perador h iperbólico , e a  equação (3.1) é comumente conhecida como a equação 
da onda, onde a  c o n sta n te  "a" c a rac te riz a  o meio no qual a  onda se  p ropaga.
Como o p re sen te  trab a lh o  se  d estin a  à  análise  de problem as de 
potencial sob o pon to  de v is ta  de análise modal, e, mais especificam ente, na  equação 
de Helmholtz p a ra  domínios bidim ensionais, d ed u z-se , aqui, a  equação da onda p a ra
o movimento tr a n s v e r s a l  em membranas.
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3.1 PARTICULARIZAÇÃO DO MÉTODO DA FUNÇÃO DE GREEN LOCAL MODIFICADO 
(MLGFM) PARA A EQUAÇÃO DE HELMHOLTZ.
3.1.1 O problem a de vibrações liv res .
O estu d o  de vibrações liv re s  em e s t r u tu r a s  rev e la  as 
freq u ên c ias  n a tu ra is  de vibração, bem como os re sp ec tiv o s  modos de vibração. A 
m enor freq u ên c ia  de v ibração  é denominada, especificam ente, de  freq u ên c ia  
fundam ental da  e s tr u tu ra ,  e a s  demais como harm ônicos desta . P a ra  s istem as d isc re to s  
existem  ta n ta s  freq u ê n c ias  de vibração quan tos são os g ra u s  de H berdade da 
e s tru tu ra . P a ra  meios contínuos, o núm ero de g ra u s  de lib e rd ad e  é in fin ito  e, p a ra  
uma solução aproxim ada, é determ inado pela d isc re tização  ap licada ao meio.
P ara  a  análise  dinâmica de uma e s tru tu ra ,  buscando  as 
freq u ên c ias  n a tu ra is  de vibração, as fo rças e x te rn as  ap licadas à  mesma devem s e r  
nu las. P ortan to , a  equação (3.1) se  reduz a:
1 ^ u (x ,t)  _ ^  (3 4)
ou
□  = 0
onde r f  (•) é o o p e ra d o r hiperbólico.
C onsiderando-se , agora, que o campo de deslocam ento u(x ,t) 
s e ja  um movimento harm ônico do tipo
u{x,t) = v(pc)e-*^ *
onde «  é uma freq u ê n c ia  n a tu ra l de vibração, então a  d e riv ad a  tem poral na equação
(3.4) fica:





P o rtan to , a  equação (3.4) fica, agora:
±  to V * )  = 0 (3.9)
que  é a  equação de Helmholtz. De uma m aneira mais compacta, vem:
/ f v ( j c )  =  0  ( 3 . 1 0 )
onde
l í ( . )  =  . ^  +  k ( - )  ( 3 . 1 1 )
djp-
é o o p e rad o r de  Helmholtz.
Logo, a  determ inação das freq u ên c ias  n a tu ra is  de v ibração  e 
re sp ec tiv o s  modos rec£ii na  solução de um autoproblem a do tipo  da equação  (3.9).
3.1.2 EQUAÇÕES GOVERNANTES.
C onsidere-se  uma membrana flexível genérica , co n stitu íd a  de 
um m aterial não-hom ogêneo com densidade  su p erfic ia l p(x,y) ocupando um domínio 
a b e r to  Qcgt^ s itu ad o  em um plano x y  de um sistem a de coordenadas c a r te s ia n as  x yz , 
e que possu i como con torno  uma c u rv a  plana ôQ, fechada. A membrana e s tá  sob a  ação 
de uma tensão  T(x,y)  ap licada  ao longo do contorno, 3Q. O con torno  e s tá  t ra n s v e rs a l­
m ente fixo ou elasticam ente re s tr ito . Forças tra n s v e rsa is  ex te rn as  atuam  com 
densidade  su p erfic ia l f (x ,y , t )  no in te r io r  Q da membrana e densidade  lin ea r Ç(s,t) no 
con torno  3Q; o con torno  e s tá  su je ito  a  fo rças e lásticas tra n s v e rsa is  com módulo de 
rig idez  k (s), onde t  re p re se n ta  o tempo e s  é um comprimento de arco .
Pelo princíp io  de Hamilton, re q u e r-s e  que  o funcional [52]
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te n h a  um valor estac ionário  [30], com 6w=0 nos in s ta n te s  e , ou se ja ,
ô /  = 0 (3.13)
sendo  w=ví{x,y,t) o deslocam ento norm al no plano xy.
Com operações do cálculo variacional e  in teg ração  po r p a r te s ,
obtém -se:








w  = w (3.16)
em 6Q2 > onde 3Qi u3Q2 = 3Q.
P ortan to , a  equação (3.14) pode s e r  p osta  na form a
p a ra  PeQ, com




As equações (3.15) e (3.16) rep resen tam  as condições de contorno, na form a
S£[w(p.t)] = { (3-19)






P o rtan to
a(-)
S£[(0] = Tr T(p)
dn
onde d{ ")/dn é o o p e rad o r derivada  norm al e
Tr[g(p)] = í i m g ( P )  (3.23)
p-P
é o o p e rad o r tra ço , conforme definido no cap ítu lo  an te r io r. O o p e rad o r (3.20) aplica 
condições de con to rno  de D irichlet, e o (3.21) condições de con torno  de Neumann. 
C onsequentem ente, o operado r (3.22) ap lica  condições de con torno  de Cauchy.
3.1.3 O Problema de Vibrações L iv res em Membranas.
P ara  a  solução do problem a de vibrações liv re s  em membranas, 
c o n sid e ra -se , nas equações (3.14) e (3.15), í=0 e f=0. P ortan to :
em Q,
- r v v * , í )  = (3.24)
d t^
J.ÕW M  + = 0 (3.25) 
dn
= w(x,í) (3.26)
em 3^2 > onde 3Qi u3Q2 ~
C onsiderando-se, a inda, que  a  solução da equação (3.24) é da





^ d [ w ( ^ £ _ ^  + Jbv(x)c-'"' = 0 
dn
(3.28)
M<*) = VV(x) (3.29)
em d^2 *
Como a  solução fica desacoplada do tempo, ob tém -se um 
problem a espacial, como:
-rvSv(x) = +p(x)<úSv(x) (3.30)
em Q,




w(*) = w(x) (3.32)
em 3Q2 •
Admitindo, agora , que as  equações (3.31) e (3.32) sejam  p ostas  
na  form a da equação (3.11) vem:
-V^v(x) -  -^<i)Sv(x) = 0 (3.33)
em Q e
aw(x) + = 0 
dn
(3.34)
em 3Q, onde n é a  normal o rien tad a  p a ra  fo ra  da membrana no con to rno  ôQ e |3=T/k. 
P a ra  va lo res de k muito g ran d es  , ou se ja , (W) com k-x», a  equação (3.34) re p re se n ta  
condição de con to rno  de D irichlet. P a ra  3=1 e a  »• 0, tem -se  a  condição de contorno  
de lados e lasticam ente su p o rtad o s. P ara  a=0, tem -se  condição de con to rno  de Neumann.
A equação (3.33) é, então, uma equação de Helmholtz,
^M<X) = 0 (3.35)
onde p ode-se  d iv id ir o o p erad o r de Helmholtz em um o p e rad o r de Laplace, (•)> e
um o p erad o r e sca la r, /T(-)*
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3.2 Aplicação do MLGFM ao Problema de Vibrações L ivres em Membranas 
e Cavidades A custicam ente Rígidas.
0 problem a de vibração liv re  em cavidades acusticam ente  
ríg idas, ou se ja , im perm eáveis ao fluxo sonoro, é reg ido  pela equação de Helmholtz sob 
condição de con to rno  de Neumann homogênea. P ortan to , os problem as de vibração liv re  
em membranas e em cavidades acusticam ente  ríg id as  são m atem aticam ente idênticos, 
a  menos das condições de con torno  im postas.
P a r te -s e  da equação g o v e rn an te  do problem a de vibração liv re  
de uma membrana, equação de Helmholtz,
= 0 (3.36)
onde
= -  (3.37)
P
p a ra  o problem a de vibração liv re  de membranas e lásticas, e
= C (3.38)
p a ra  o problem a de vibração liv re  em cavidades acú sticas , com condições de contorno  
p re sc r i ta s  conform e a  equação (3.34). In tro d u z -se  o problem a ad ju n to  co rre sp o n d e n te  
ao o p erad o r laplaceano
com PeQ, na forma
-V2[w(P)] = 0 (3.39)
com P, Q efl, onde Ô(P,Q) é uma d is trib u ição  D elta de D irac e G(P,Q) é uma solução 
fundam entaL Gjj re p re se n ta  o deslocam ento tra n s v e rsa l  de um ponto  QeO, devido a 
uma fo rça  generalizada  u n itá ria  ap licada  no ponto PeQ e V *^ ( • ) é o o p e ra d o r ad ju n to  
do o p e rad o r laplaceano V  ^ ( • )•
M ultiplicando-se a  equação (3.36) por G(P,Q) e a  equação (3.40)
po r w(P), vem:
-G(P,Ç)V^[w(i*)] -  G{P,Q)— wiP) = 0 (3.41)
-w(P)V2*[G(P,<?)] = w(P)Ô(P,<?) (3.42)
S u b tra in d o -se  a  equação (3.41) da equação (3.42), resu lta :
w iF)ò(P ,Q ) = -w(P)V2*[G(P,Ç)] + G(P,Ç)V2[vK/0] + G(P,<?) — w(F) (3.43)
In te g ra n d o -se  a  equação (3.43) no domínio, Qp , com relação a 
um sistem a de coordenadas localizado no ponto  QeQ, tem -se  a  solução p a ra  o 
deslocam ento tra n sv e rsa l, como:
f^w(F)6(F,Q)da, =  -  f^w (P )V ^'[6 (P ,Q )m , *
(3.44)
♦  f& .P,Q)V^lw(F)Jda,  +  [G (P ,Q )^w (P )da ,
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a
onde, com as p ro p ried ad es  da função  D elta de Dirac, vem:
MQ) -  - /^ w(íOV^ '[G(J’,®]<iQj> + f^G(P,Q)VHw(P)dO,
(3.45)
+ f a ( P . Q ) ^ w ( P ) d a ^
“ a
A plicando-se o teorem a de Gauss às duas p rim eiras parcelas
da equação (3.45), vem:
/^w(P)V"'(G(P,<?)]dO, = f^ M P )  -  /^V  IG (P,® ]. V M í> )]áú ,
(3.46)
/^G(P,<?)V^[w(í0]<íQ, = / ^ G ( P , ® ^ P d 3 Q ,  -  /^ V M iO ].V [G (P ,< ? )Id Q ,
P
(3.47)
onde d{-)/dr\p é a  de riv ad a  normal. S ubstitu indo  as equações (3.46) e (3.47) na 
equação (3.48), re su lta :
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* /  v i g (j>,ç ) ] . v [«<W Q -+'P





onde, sim plificando-se, vem:
(3.49)
+ f o ( P ^ - ! 4 w ( P ) d Q ,
JO  g l
A função  G(P,Q) re p re s e n ta  uma solução fundam ental da 
equação (3.40). P a ra  que G(P,Q) v enha  a  s e r  uma função  de Green, estabelecem -se 
ap ro p riad as  condições de contorno . P ortan to , som a-se  e s u b tra i- s e  a  quan tidade
na equação (3.49), re su ltan d o




+ (jXp.Çf> K '^ )  * ddQ, + /  G(P,® ÍÍ-vi<W Q ,•'OU JQ ^2
A co n stan te  k„ re p re se n ta , aqui, o o p e rad o r a rb i trá r io  N ' ap re sen tad o  na form ulação 
do método.
As condições de con torno  p a ra  a  função  de Green são aquelas 
estabe lec idas na proposição  do problema, equação (3.34), na  forma: '
KO(P,Q) * = 0  (3.32)
Então, a  solução fica:
an.
M O ) = f^ O (p .Q )  k^M p) * ^  |d3Q , } jG ( P ,Q ) ^ M .P ) d a ,  (3.53)
P "
2
Como a in te g ra l no contorno da equação (3.53) envolve 
d e riv ad as  de w(p) no sen tid o  do traço , d ificultando o seu  tra tam en to  numérico, 
d e fin e -se  uma nova quan tid ad e  F(p) como:
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P(P) = (3.54)
P ortan to , a  re p re se n ta çã o  do deslocam ento tra n sv e rsa l w(Q) fica:
w((?) = fa(p,Q )P(p)daa + f  o(.p,Q)^w(i-)da^ 0.55
J 0Q r  j  Q ^ 2
que define va lo res p a ra  w(Q) com QeQ. Aplicando a  p rop riedade  do traço , ou seja .
w (í) = lim w(Q) (3.56)
ob tém -se  a  re p re se n ta çã o  p a ra  o deslocam ento tra n s v e rsa l  w(q) com qeôQ,
»<«) = f  G(p^)P(p)d3Q * f  0 (P ^ )^ w (P )d Q ,  (3-57)
ifoQ ^ «^ 0 ^2
Então, o problem a de vibração liv re  em membranas e cavidades 
acusticam ente ríg id as  é com pletam ente form ulado pelas equações (3.55) e (3.57). As 
condições de con to rno  podem s e r  in tro d u zid as  d ire tam ente  a trav és  do tra ç o  dos 
deslocam entos ou da qu an tid ad e  F(p).
3.3 FORMULAÇÃO NUMÉRICA.
3.3.1 D iscretização  e Aproximação Numérica.
O Método de Galerkin ju n to  com as funções de in te rpo lação  de 
elem entos fin itos é aplicado p a ra  re so lv e r num ericam ente o sistem a de equações 
in te g ra is  form ado pelas equações (3.55) e (3.57). P a ra  uma dada m alha de elem entos 
fin itos, existe, associada  a  cada  nó Ç,- , uma função (Q) defin ida  em Q, chamada 
função  de in terpo lação  global. No contorno, ex iste , associada  a  cad a  nó , uma 
função  sim ilar 0i (q) defin ida em 3Q. Então, as variáveis do problem a podem s e r  
ex p ressas  como:
W(<?) = [Y«?)] (3.58)
VV(P) = [T(iO ] (3.59)
P(p) = [<^ (p)J (/} ( 3 - 6 0 )
yi<q) = [0 (q )l (3*61)
com {ívj° e {w}^ re p re se n ta n d o  os va lo res nodais de deslocam ento tra n s v e rsa l  w no 
domínio Q e no con to rno  3Q, respectivam ente; {f} re p re se n ta  valores nodais de fo rças 
de reação  no contorno .
Aplicando a  equação (3.55) a  cada elem ento em que foi 
d isc re tizad o  o domínio, fica;
= r  G(í>.<?)[«(p)l‘<90, W  * ! ^ ( a { P , Q ) m P ) l d a , { w ) ’’  (3.62)
•  oO ^  A J Q
Como todas a  q u an tid ad es  envolvidas foram  expandidas em um 
núm ero fin ito  de  nós e, consequentem ente, em um núm ero fin ito  de g rau s  de H berdade 
e o problem a re a l a p re se n ta  infin itos g ra u s  de liberdade, a  equação (3.62) equaciona 
a um resíduo . Aplicando, portan to , o Método de Galerkin fa z -se  uma p ro jeção  ortogonal 
do res íd u o  sobre  o subespaço  gerado  pelas funções de in terpo lação  de elem entos 
fin itos. Assim:
(3.63)
E screvendo na form a de equação m atricial, fica:
A[w] ^  = B \ f \  + (3-64)
A  =  / _ ^ [ T ( ® ] ' [ T ( ( ? ) H O ç  ( 3 . 6 5 )
B  -  l j : í m (3.66) 
c  = m ® ] '  fG i.p .Q )  m m a ^ Q g  o .6d
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onde
ap resen tam  exatam ente a  mesma form a daquelas m atrizes defin idas no capítu lo  
an te r io r . P ortan to , v ê -se  que as fo rça s  de  in é rc ia  sâk) realm ente tra ta d a s  como fo rças 
de corpo, na m atriz G
Para  as p ro jeçõ es  da função  de Green como:
G j n  = /^[T(«]'G(P.<?)ííOç (3.68)
eis m atrizes B e C ficam:
B  = /  G » [ « ( p ) ) d a O ,  (3.70)
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^ '  - ^ { o j i P j m p a d Q f  (3.71)
a  °
ApUcando a g o ra  a  equação (3.57) a  cada elem ento em que foi 
d iscre tizad o  o contorno, vem:
t«(í)](w )= = /^G (p^)[«(p)]<i30, Ifl t  .^ /^G (P^)[T (/01áO , {w)'> (3.72)
ApHcando-se o Método de Galerkin à  equação (3.72), p ro je tan d o -a  no su bespaço  gerado  
pelas funções de in terpolação  de con torno , [$(q)], vem:
4 ,[«(«))'[*(«)]<0 0 ,  (W t' -  ^ , l « ( í ) ] ' / ^ G ( P . « ) [ « 0>)¥8Q ,< íaQ ,W  +
(3.73)
D
que em forma m atricial, fica:
D [ w f  = £ { / } +  <ú^F { w p  (3.74)
onde
D = /^ I»(«)rt«(4)]< fâO , (3-75)
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E  = /jj,[® (« )) '/^ G (p ^ )[® (p )ld aQ ,< fô Q , <3-76)
P  '  i / ^ [ « ( 9 ) l ' / ^ G ( i ’^ )IT (iO ]d Q ,< i3 0 , (3.77)
a‘
novam ente ap re sen tan d o  a  mesma form a das equações co rre sp o n d en tes  do capítu lo  
a n te rio r.
Fazendo as p ro jeções da função de Green como;
as m atrizes E e F  ficam;
a ,(P )  -  / ^ [ « ( í ) ] 'G ( i ’« )á 3 Q , (3.78)
0 ,(p )  = /^ t« ( í) ] tG (p ,« )d 3 Q , (3.79)
E  -  /^ G ^ (p )[« (p )]< i3 0 , (3.80)
3.3.2 Aproximação D ire ta  das M atrizes de Green.
Das se is  m atrizes envolvidas nas equações in te g ra is  que 
definem o problema, equações (3.65) e (3.74), as m atrizes A e D são  m atrizes  m assa 
form ais, respectivam ente , ao domínio e ao contorno. As demais envolvem p ro jeçõ es  da 
função de G reen, (P), (p), <?c (P) ® (p)^ ® podem s e r  calculadas d ire tam ente, 
sem a explicitação da função  de Green. P a ra  a  obtenção dessas  p ro jeções, re so lv e -se  
pelo Método de Elementos Finitos dois problem as associados;
Problema 1
-V*‘ [G(P,<?)I = Ô(P,® (3-82)
com condição de contorno
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a » ,




com condição de con torno
(3.85)
com PeQ e p ,q €8Q, que é o problem a associado à  equação in te g ra l de contorno .
P ro je tan d o  o Problem a 1 no su b esp aço  gerado  pelas funções 
de in te rpo lação  de domínio, ou se ja , m ultipH cando-se as  equações (3.82) e (3.83) por 
[7(Q )J  e in teg ran d o  no domínio Q, m an tendo-se  o ponto P fixo, vem:
-V2* /  e (p ,ff l[T « ? )]d O ç ] -  /  «(p . ® i;t (®]<íQ ç  -  [T ( /o] (3.86)
L dn. m Q y id Q ç  = 0
(3.87)
onde, evidenciando os o p e rad o res  kg & o de  Neumann associado  na equação  (3.87), 
tem -se:
dnp
/  « p . 0 [T «?)]dQ ç = 0 (3.88)
Id e n tif ic a -se ,.n a s  equações (3.86). e (3.88), as p ro jeções da função  de G reen (P) 






De m aneira análoga p a ra  o Problema 2, p ro je tan d o -o  no 
subespaço  gerado  pelas funções de in terpo lação  de contorno, ou se ja , m ultiplicando 




m q ) } d s a ,  = f ^ i ( p , q n * m à d a ,  = I4>(p)l (3.92)





Id en tifica -se , en tão , nas equações (3.91) e (3.93), as p ro jeções da função  de Green Gc 
(P) e Gc (p). P o rtan to , o Problem a 2 pode s e r  posto  como:
Problem a 2*
-V2*G^(F) = 0 (3.94)
d G (p )
(3.95)
Visto que as p ro jeções da função  de Green são con tínuas, e s ta s  
podem s e r  expandidas atravrés das mesmas funções de in terpo lação  de elem entos 
fin itos, resu ltando :





G^(P) = [7 (P)1 G (3.97)
G /p )  = [®(p)] G ^  (3.98)
G »  = [®(p)] g "^ (3.99)
onde G®p, G^ ** e G^ ** são te n so re s  obtidos dos valores nodais de (P), G^ (p),
Gc (P) e Gc (p), resp ec tiv am en te , com o uso do Método de Elementos Finitos aplicado 
áos problem as associados. Problem a 1* e Problema 2* . .
Com e ssa s  p ro jeções, tem -se o sistem a de equações
DP
[JT + 1 Í* ] [G  ] = [M ] (3.100)
a p a r t i r  do Problem a 1* , onde /K7 é a  m atriz de rig idez  convencional de elem entos 
fin itos e [K* J é a  m atriz  p ro v en ien te  da modificação in tro d u zid a  pelo parâm etro  kg 
quando especificado  no con torno . Então:
FdO
OU seja,
IK*] = t j l » )  (3.102)
onde [m] é a matriz massa convencional com densidade unitária (matriz grammiana) 
no contorno,
[m ] ■= /  [« (« ) ] 'I® (í)Id3Ú  (3.103)'da
A m atriz [M] é  a  m atriz  m assa form al com densidade u n itá ria  (m atriz grammiana) no 
domínio,
[M ] = f  [T ((?)y[T (Ç )M Q  (3.104)JQ
P ortanto ,
DP
[ K  + k m n O  ] = [M ] (3.105)
A p a r t ir  do Problem a 2* , vem:
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[ ^  + ^ i« ] [ G ^ ^ ]  = [m ] (3.106)
Ju stap o n d o -se  os dois sistem as, fica:
D¥ CP
\ K  + k m ] [ G  |G  ] = [ i l f |m ]  (3.107)
c u ja  soluçêío fo rn ece  os v a lo res  nodais das p ro jeções da função de Green, Ga (P) e 
Gc (P). Os valores G^ (p) e G^ (p) são  obtidos como tra ç o  das p ro jeções a n te r io re s .
A pesar das m atrizes B, Ç, E  e F  poderem  s e r  o b tid as  sem a 
in v e rsão  da m atriz  A, conform e dem onstrado  no capítu lo  a n te r io r, na  form ulação do 
problem a de a u to v a lo r/a u to v e to r  e s ta s  m atrizes perm anecerão  na su a  form a inicial 
p a ra  fac ilita r a  com preensão da imposição das condições de contorno . P o rtan to , o 
problem a fica  d e sc rito  pelo sistem a de equações m atriciais:
= B { f ]  + (3108) 
= E { f \  + (3109)
3.4 IMPOSIÇÃO DE CONDIÇÕES DE CONTORNO.
3.4.1 Condições de C ontorno de D irich let Homogêneas.
Como as  condições de con to rno  de D irichlet são  autom aticam ente 
inclu ídas na definição do espaço  de funções adm issíveis, espaço de H ilbert com a 
p ro p ried ad e  do traço , e s ta s  são  im postas ao problem a de a u to v a lo r/a u to v e to r  já  
montado, tendo o deslocam ento w(Q) como argum ento .
Então, re so lv en d o -se  o sistem a form ado pelas equações (3.108) 
e (3.109) por su b stitu ição , iso la -se  as  fo rças de reação  na equação <3.109), como:
{/} = E ~ ^ D { w ] ^  -  (3-110)
e s u b s titu i-s e  na equação (3.108), o b ten d o -se :
A{w]°  = B E - ^ D [ w f  -  (3 H1)
Fazendo a  m atriz
expandida de m aneira que te n h a  a  mesma dimensão da m atriz A, com a inclusão  de 
linhas e colunas com zeros, e fazendo  a  m atriz
L  = B E ~ ^ F  (3.113)
a equação (3.111) fica:
{[A - / ]  + <o2[C -  L ]} { w } ^  = {0} (3.114)
E ste é o problem a de a u to v a lo r /a u to v e to í generalizado c o rre sp o n d en te  ao problem a 
de vibração liv re  em uma m embrana hom ogênea sob tensão  co n stan te  com as  bo rd as  
fixas. Sua solução fornece  os q u a d ra d o s  das freq ü ên cias  n a tu ra is  de v ibração  ^  e 
os co rre sp o n d en tes  modos de v ib ração , , com i=l,nd -  nc e j= í,n^  , onde n^ 
re p re se n ta  o núm ero de nós em que foi d iscre tizad o  o domínio e nc o núm ero de nós 
em que foi d iscretizado  o con to rno .
As condições de con to rno  de D irichlet são im postas espec ifican ­
d o -se  {w}^ nulo nas posições c o rre sp o n d e n te s  aos nós do contorno . P raticam ente, 
s ign ifica  elim inar as equações do autoproblem a co rre sp o n d en tes  a  e sse s  nós. E ssas 
equações são linhas e colunas das m atrizes do autoproblem a, e estão  o rd en ad as  
segundo  a  num eração da d isc re tização  de domínio. P ortan to , os au to v e to res  som ente 
te rão  com ponentes não nula^ nos nós in te rn o s , is to  é, naqueles que nâío pertencem  
ao contorno.
3.4.2 Condições de C ontorno de Neumann Homogêneas.
As condições de  con to rno  de Neumann são  ap licadas a través 
da quantidade F(p), v isto  que e s ta  q u an tid ad e  re p re se n ta  as reaçõ es/flu x o s rea is  e 
fictícios do problema. Na ex p ressão  p a ra  F(p),
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J  = BE~^D (3.112)
P(p) = k^w(p) + ^ ( P ) (3.115)
apH ca-se a condição de reação /flu x o  nulo no contorno, condição de Neumann 
homogênea, fazendo
^ = 0  (3.116)
a » .
Como o parâm etro  ko som ente deve s e r  especificado em nós do con to rno  sob condição 
de D irichlet hom ogênea, k^  deveria , aqui, s e r  nulo, re su ltan d o  em
F(p) = 0 (3-117)
Porém, e s ta  imposição a c a r re ta  em problem as de mau condicionam ento num érico, já  que 
vários códigos com putacionais p a ra  a  solução de problem as de a u to v a lo r/a u to v e to r não 
detectam  o movimento de co rpo  ríg ido, que é o modo com freq ü ên c ia  de vibração nula, 
que oco rre  sob e s te  tipo  de condição de contorno, que não a p re se n ta  un icidade de 
solução, necessitan d o  de uma condição de o rtogonalidade  p a ra  que a  solução s e ja  
definida. P o rtan to , fa z -s e  n ecessá rio  que se  especifique  um valo r p a ra  ko em todos 
os ríós do con torno , quando  e s te  esti"ver, apenas, sob condiçêk) de Neumann 
homogênea. O va lo r p a ra  e s te  parâm etro , n e s ta  situação , deve s e r  tão  pequeno  quan to  
possível, da  ordem  de 10"°®, p a ra  que  não o co rra  uma d esca rac te rização  da condição 
de contorno  do problem a. Mesmo assim  o problem a num érico não fica  muito bem 
condicionado, exigindo a  utilização de prec isão  expandida. O fa to  da especificação  de 
um parâm etro  a rb itrá r io  n e s te  caso  não ca rac te riz a  uma dependência  param étrica , 
v is to  que após estabe lec ido  o valor p a ra  e s te  parâm etro  não há n ecessid ad e  de a lte rá -  
lo p a ra  o u tro s  problem as sob mesmas condições de contorno . Logo, a  condição de 
contorno  de Neumann hom ogênea fica  im posta fazendo-se :
{ / )  =  ( 3 1 1 8 )
S ubstitu indo  a  equação (3.118) na equação (3.109), vem:




S ubstitu indo  a  equação (3.118) na equação (3.108), vem:
A f w p  = (3.121)
Agora, su b stitu in d o  a  equação (3.120) na  equação (3.121), obtém -se;
A { w } "  = B[Z) -  Jt^£]"‘F í w p  + ío * C { w p  (3.122)
ou
Fazendo
-  k ^ E Y ^ F  + C ] {w}® (3.123)
tem -se
[A -  W^PIÍW}® = {0} (3125)
que é o problem a de a u to v a lo r/au to v e to r generalizado c o rre sp o n d en te  ao problem a de 
vibração liv re  em uma cavidade acusticam ente ríg ida, ou se ja , com as  pared es  
im perm eáveis ao fluxo sonoro. A solução fo rnece  os au tovalo res como os quad rad o s das 
freq ü ên cias  natureds de vibração, , e os c o rre sp o n d en te s  au to v e to res  como os 
modos de vibraçâío, w^j, com i j  = l,n d  > onde n^ re p re se n ta  o núm ero de nós em que 
foi d iscre tizad o  o domínio. V ê-se que as condições de contorno  foram autom aticam ente 
im postas a trav és  da q u an tidade  {f}.
3.4.3 Condições de Contorno Mistas Homogêneas.
As condições de con torno  m istas hom ogêneas rep resen tam  
situações onde p a r te  do contorno  e s tá  su je ita  a  condições de D irich let hom ogêneas e 
p a r te  a  condições de Neumann homogêneas. P o rtan to , a  m aneira como e s ta s  condições 
são im postas é sim ilar à  das an te r io re s , ou se ja , onde houver condição de contorno  
essencia l e s ta  s e rá  autom aticam ente incluída na definição do espaço  de funções 
adm issíveis; onde houver condição de contorno  n a tu ra l, e s ta  s e rá  im posta a trav és  da 
quan tidade  {f}. D eve-se, então, e fe tu a r uma partição  do contorno  p a ra  que se  possa 
t r a ta r  cada porção  de m aneira adequada. E sta  p a rtição  se  re fle te  nas equações 
g o v ern an tes  como, também, uma partição  das m atrizes envolvidas. Cada equação 
m atricial é desm em brada em duas, uma re p re se n ta n d o  a  porção do con to rno  sob 
condição de con to rno  D irich let e o u tra  re p re se n ta n d o  a  porção sob condição de 
contorno  de Neumann. Após as devidas m anipulações, ob tém -se um autoproblem a 
generalizado que  já  tra z  implíciteis todas as inform ações p e rtin e n te s  às  condições de 
contorno. P o rtan to , su a  solução fornece, como an tes , as freq u ên c ias  e modos n a tu ra is  
de v ibração da e s tru tu ra . Todo o desenvolvim ento d e s te  p rocesso  de párticionam ento 
pode s e r  en con trado  com de talhes no Apêndice.
Da m aneira còmo foi form ulada, a  imposição de condições de 
con torno  m ista pode s e r  realizada nó a  nó, is to  é, é possível e sp e c if ic a r-se  uma 
condição de con to rno  d ife ren te , essencial ou n a tu ra l, p a ra  cada nó do con torno . D eve- 
se, porém, u tiliz a r nós duplos quando houver m udança das condições de contorno .
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P = k^B[D -  k^EY^F + C (3.124)
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4 RESULTADOS NUMÉRICOS
Após estabe lec ida  a  form ulação num érica em que é d isc re tizad o  
um modelo matemático do problem a físico, aqu i a  modelagem de membranas e lásticas 
e cavidades acusticam en te  ríg id as  pela equação de Helmholtz, cabe d e te rm in ar de que 
m aneira e s ta  d isc re tização  é realizada. Conforme exposto, o domínio em questão  é 
d iscre tizado  po r uma malha de elem entos fin itos, u tilizados p a ra  a  solução de 
problem as p a ra  a  ob tenção  da aproximação de uma função  de G reen, sa tisfazen d o  a 
equação d ife renc ial e as condicões de contorno  im postas. 0  con to rno  do objeto de 
análise  é, também, d isc re tizad o  p o r elem entos de con torno , que são o tra ç o  da malha 
de elem entos fin ito s  (o con torno  é a  "borda" do domínio), u tilizados p a ra  a  
aproximação num érica do sistem a de equações in te g ra is  em que foi transfo rm ado  o 
modelo matemático obtido  (de m aneira sim ilar ao procedim ento em pregado no Método 
de Elementos de C ontorno de G alerkin).
Pelo fa to  da malha de elem entos de con to rno  s e r  o tra ç o  da malha de
elem entos fin ito s, a  escolha de um determ inado elem ento fin ito  implica, necessariam en­
te , na  adoção de um elem ento de contorno  co rre sp o n d en te  p a ra  a  avaliação do campo 
po tencial (aqui, os deslocam entos tra n sv e rsa is  nodais da membrana). P a ra  o campo de 
flu x o /tração  (aqui, a  tração  nas bordas da membrana) é possível o em prego de 
elem entos de co n to rn o  que não sejam  co rre sp o n d en tes  aos elem entos fin itos adotados. 
Po rtan to , o campo {w} deve s e r  no contorno  o tra ç o  do campo {w} no domínio; o campo 
{f} pode s e r  d e sc r ito  po r funções de in terpolação  d is tin ta s  desd e  que ten h a  os 
mesmos nós, p o r exemplo funções de in terpo lação  s in g u la res . Em todas as aplicações 
rea lizad as  foram  u tilizadas malhas no contorno com elem entos co rre sp o n d en te s  aqueles 
em pregados na  d isc re tização  do domínio. Tal procedim ento é com putacionalm ente mais 
sim ples e a té  mais n a tu ra l, já  que é necessário  fa z e r duas d iscre tizaçõ es  d ife ren te s. 
A parentem ente, o em prego de uma in terpolação  de maior ordem  p a ra  o campo 
flu x o /tração  que  o campo de deslocam entos ta lvez  não tro u x esse  m elhoria considerável 
nos resu ltad o s .
Em s ín te se , o p ro cesso  de d iscretização  do problem a tem as mesmas 
c a ra c te r ís tic a s  daquele  em pregado no Método de Elementos Finitos. Cabe re s sa lta r  que 
as malhas em pregadas p a ra  a  reso lução  de problem as pelo Método da Função de Green 
Local Modificado são  mais pobres que aquelas em pregadas, p o rv e n tu ra , no Método de 
Elementos F initos, m an tendo-se  a  p rec isão  dos resu ltad o s .
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4.1 ELEMENTOS FINITOS E DE CONTORNO
Os elem entos escolhidos foram elem entos isoparam étricos com funções 
de in terpo lação  lag ran g ean as , bidim ensionais p a ra  as malhas de domínio, e unidim en­
sionais p a ra  a s  m alhas de contorno. Como foi, também, rea lizad a  uma análise 
experim ental de  con v erg ên c ia  p -  e h -  p a ra  o método, foi tom ada uma família de 
elem entos lag ran g ean o s, desde lin ea res  a té  de décima ordem, conform e a  Tabela 4.1- 
S ab e-se  que e s te s  não são os m elhores elem entos p a ra  uma análise  de convergência , 
sendo  ideais aq u e les  de base  h ierárqu ica .
Elementos isoparam étricos foram  estu d ad o s prim eiram ente p o r ZIENKIEWICZ 
(1977) [77], e o nome "isoparam étrico" vem do fa to  de que as  mesmas funções que 
descrevem  a geom etria  são usadas p a ra  in te rp o la r variações espaciais  de uma função 
no elemento. A form ulação isoparam étrica  u tiliza um mapeamento do elem ento de malha 
em um elemento p ad rão  ("m estre”), utilizando um sistem a de coordenadas adim ensiona- 
lizado (sistem a n a tu ra l de  coordenadas), conforme F igura  4.1.
Os elem entos isoparam étricos são de continu idade C° e tem os nós eq u id is tan ­
te s . Os elem entos de contorno  utilizados p a ra  a  aproximação das equações in te g ra is  
são  elementos isoparam étricos unidim ensionais e têm a função de in te rpo lação  no ponto 
nodal Ç = i e x p re ssa  por
F igu ra  4.1: Elemento iso p aram é trico e  elemento "m estre".
_  A  ( 2 y - n - l )  -  ( n - 1 ) ^  
^  M  2 ( / -0
J*i
(4.1)
onde n é o núm ero de nós do elem ento e a s  funções Nj sãó polinómios de L agrange 
de g rau  n-1, em relação à  co o rdenada  n a tu ra l Ç do elemento m estre , conform e F igura  
4.2.
Os elem entos fin itos em pregados na d is c r e t iz a ç ^  do domínio p a ra  a  obtenção  
das pro jeções da função de G reen são  elem entos isoparam étricos q u a d ra n g u la re s  e têm 
a  função de in terpo lação  no ponto  nodal (Ç,ii) ex p ressa  por





onde n é a  ra iz  q u ad rad a  do núm ero de nós do elem ento (ou o núm ero de nós em 
cada uma das d ireções Ç e ti) e a s  funções Njj são p rodu tos de polinómios de 
L agrange de g rau  n-1 nas d ireçõ es  Ç e t .^ A F igu ra  4.3 m ostra  um elem ento de 2“ 
ordem.
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V ^  , _
'v\
F ig u ra  4.3: Elemento iso param étricoquad rá tico  [73].
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Tabela 4.1: Elementos Finitos e de Contorno.
Ordem do elem ento
Número de nós
Elemento fin ito Elemento de contorno
1“ ordem 4 2
2® ordem 9 3
3® ordem 16 4
4^ ordem 25 5
5“ ordem 36 6
6“ ordem 49 7
7“ ordem 64 8
8® ordem 81 9
9® ordem 100 10
10® ordem 121 11
4.2 0  PROBLEMA DE AUTOVALORES /  AUTOVETORES
Após equacionado o problem a de a u to v a lo r/a u to v e to r  cabe reso lvê-lo  
po r algum método num érico. O método em pregado n e s te  tra b a lh o  é o Método da 
Ite ração  Subespacial, onde se  i te ra  sobre subespaços a té  co n v e rg ir  a  um subespaço  
que contém  as m elhores aproxim ações dos modos de v ibração  de menor energ ia, 
co rresp o n d en d o  às  m enores freq u ên c ias  n a tu ra is  de vibração. O Método da Ite ração  
Subespacial é um método preciso , porém len to  quando um núm ero muito g ran d e  de 
au to  va lo res /  au to v e to res  são solicitados.
0  equipam ento utilizado p á ra  a execução do código com putacional desenvolvido 
foi um In te rg ra p h  I 200 ( Microvax) do G rante/U FSC e um Convex C 210, do 
NPD/UFSC. O Microvax, pela su a  a rq u ite tu ra , c a ra c te r iz a -se  p o r s e r  um equipam ento 
muito p reciso , p ropiciando a  obtenção  de bons re su ltad o s  quando  se  buscou uma 
análise  de convergênc ia  de método. 0  Convex se  c a ra c te r iz a  po r t e r  uma g ran d e  
capacidade de processam ento  de operações algébricas, m o s tran d o -se  muito ú til nas 
s ituações onde a  d iscre tização  ap licada ao problem a resu lta\ra  em um núm ero muito 
g ran d e  de equações a  serem  reso lv idas, mas com p rec isão  in fe r io r  à  do Microvax.
4.3 APLICAÇÕES
4.3.1 G eneralidades
As aplicações e fe tu ad as  visam, prim eiram ente, v a lid a r o 
procedim ento desenvolvido, e cobrir uma v a riad a  gama de geom etrias e condições de 
contorno  su sce tív e is  de o c o rre r  em situações rea is . São reso lv idas geom etrias sim ples, 
a  m aioria a p re se n ta n d o  soluções analíticas, e, também, geom etrias menos convencionais, 
onde não há solução analítica. Os re su ltad o s  obtidos são com parados com as soluções 
exatas, sem pre que  e s ta s  existirem , e com soluções aproxim adas a p re se n ta d as  em 
o u tro s  trab a lh o s.
P o rtan to , são ap re se n ta d o s  re su ltad o s  p a ra  freq u ên c ias  n a tu ra is  de 
v ibração de membranas e lásticas com todas as bordas fixas, que co rre sp o n d e  a 
condição de con to rno  de D irichlet; com algum as bo rd as  fixas e o u tra s  liv res , condição 
de con torno  m ista (as bo rd as  fixas co rrespondem  à condição de con to rno  de D irichlet 
e as liv re s  à condição de con to rno  de Neumann). Também são a p re se n ta d as  
freq u ên c ias  n a tu ra is  de ondas em cavidades acusticam ente  ríg id as  (im perm eáveis ao 
fluxo sonoro), co rresp o n d en d o  a  condições de con torno  de Neumann.
Como prim eira aplicação, cabe v e rif ic a r  a  não dependência  param étrica  
em relação ao parâm etro  a rb itrá r io  envolvido na form ulação, p a ra  e v ita r  o 
surg im ento  de fluxos fictícios como resu ltad o . A form ulação potencial e s tá tic a  já  não 
a p re se n ta  e s ta  dependência, que o co rre  no método orig inal, no Método da Função de 
Green Local, desenvolv ido  por B urns, Horak e D orning. P ortan to , é de se  e sp e ra r , 
como realm ente acon tece, que aqui, na form ulação potencial dinâmica, e s ta  dependência  
não ocorra .
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4.3.2 Membranas E lásticas com B ordas Fixas
A p resen ta -se , aqui, aplicações do MLGFM p a ra  a  ob tenção  das 
freq u ên c ias  n a tu ra is  de vibração de membranas e lás ticas  com bo rd as  fixas, 
re p re se n ta d a s  pela  equação de Helmholtz, sob condições de con to rno  de D irichlet 
homogêneas em todos os nós do contorno. Os re su ltad o s  m ostram  a validação do 
método p a ra  e s ta  condição e exprimem su a  p rec isão  quando com parados com soluções 
analíticas e o u tra s  soluções num éricas. Os valores p a ra  as freq u ên c ia s  n a tu ra is  são 
exp ressos em form a adim ensionalizada
£  (4.3)
T
em ra d /s ,  ou
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em Hz, onde é o au to v a lo r obtido do problem a de a u to v a lo r/a u to v e to r , a é uma 
dim ensão c a ra c te r ís tic a  da  geom etria em questão , p é a  d en sidade  su p erfic ia l da 
membrana e T é a  ten são  ap licada  à  membrana. As ex p ressõ es  acima se rão  em pregadas 
comforme a  form a de a p re sen tação  dos resu ltados u tilizados p a ra  com paração. O e r ro  
calculado e n tre  a  solução o b tid a  e a  solução analítica  ou, p o rv e n tu ra , o u tra  solução 
num érica, é ob tido  na norm a 1«,
Aplicatção 01: Avaliação da  influência do parâm etro
C o n sid ere -se  uma membrana e lástica  re ta n g u la r , com as  bo rd as  fixas, 
e s ten d en d o -se  p o r um domínio Q = {(x,y) : 0 < x < 3  , 0 < y < 2 } ,  conform e F ig u ra  
4.4. Os re su ltad o s  p a ra  a  p rim eira  e segunda  freq u ên c ia s  n a tu ra is  de vibração são 
a p re sen tad o s  e fa z -s e  uma variação  do valor de ko de ±10"°* a té  ±10'^°f m ostrando  a  
peq u en a  ou queise nenhum a a lte ração  dos resu ltad o s  com a  variação  de kj, Isso  m ostra  
a  não dependência  p a ram étrica  do método. Os valores são m ostrado  na Tabela 4.2.
Tabela 4.2: Verificação da influência do parâm etro  k -
ko 1° au tovalor 2° au tovalo r
-  10*°® 13,3846242347081 23,7846772463068
-  10*°’ 13,3846242347081 23,7846772463068
-  10*°® 13,3846242347081 23,7846772463068
-  10*°^ 13,3846242347081 23,7846772463068
-  10*°'» 13,3846242347081 23,7846772463068
-  10*°3 13,3846242347081 23,7846772463068
-  10*°2 13,3846242347081 23,7846772463068
-  10*°1 13,3846242347081 23,7846772463068
-  10*°° 13,3846242347081 23,7846772463068
-  10-°1 13,3846242347081 23,7846772463074
-  10"°2 13,3846242347050 23,7846772463068
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ko 1° au to  valor 2° au tovalor
-  io-°3 13,3846242343863 23,7846772463051
-  10-«" 13,3846242444296 23,7846772463322
-  10-«^ 13,3846261040475 23,7846772458104
-  10“°® 13,3847560686320 23,7846772463351
-  10-“’ 13,3888469837250 23,7846770108522


















Pela anáHse dos re su ltad o s  p e rc e b e -se  que, realm ente, ko não pode 
assum ir o valo res ten d en d o  a  zero . Também, v ê -se  que valores p a ra  kj, e n tre  -1 ,0  e 
+1,0 não são recom endáveis, já  que é a  faixa de valores onde os re su ltad o s  
apresen tam  uma lig e ira  variação. P o rtan to  a  form ulação potencial dinâmica do MLGFM
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p a ra  análise  modal a p re se n ta  mau condicionam ento r e s tr i to  a  um pequeno in tervalo .
Aplicação 02, Avaliação da  in fluência  d a  d is to rção  de malheu
Uma seg u n d a  aplicação v isa  a n a lisa r  a  sensib ilidade  dos re su ltad o s  à 
distorçêío de malha. P a ra  e s ta  análise co n s id e ra -se  uma membrana e lás tica  q u ad rada , 
com as bordas fixas, e s ten d en d o -se  p o r um domínio Q = {(x,y) ; 0 < x ,y  < 9 }, 
d iscre tizad o  po r t r ê s  malhas de 3x3 elem entos fin itos lin ea res , q u ad rá tico s  e cúbicos, 
respectivam ente , e elem entos de con torno  co rresp o n d en tem en te  lin ea res , quad rá ticos 
e cúbicos. Em cada malha, p rom oveu-se uma d isto rção , g iran d o -se  o elem ento cen tra l 
de 45“, conform e F ig u ra  4.5. Os re su ltad o s  são m ostrados na Tabela 4.3. Tendo em 
v is ta  os re su ltad o s  p a ra  a s  t r ê s  malhas, uniform es e d is to rc id as, p o d e -se  a firm ar que 
a  form ulação é sen sív e l à  d is to rção  de malha. Porém e s ta  sensibiU dade é diminuída 
p a ra  elem entos de maior ordem. P ortan to , p a ra  geom etrias ir re g u la re s , onde não se  
pode e v ita r  a  d is to rção  dos elem entos, s u g e re -s e  o em prego de elem entos de ordem 





malha uniforme malha distorcida 
M A L H A  DE DOM ÍNIO
F igu ra  4.5: D istorção da malha. 
Tabela 4.3: D istorção de malha.
1^ freq u ên c ia  ( ra d /s ) 2^ f req u ê n c ia  ( r a d /s )
malha
MLGFM e rro  (%) MLGFM e rro  (%)
elem entos uniform e 4,64758 4,607 8,04984 14,590
lineares
d is to rc id a 5,04524 13,560 9,74945 38,790
elem entos uniform e 4,44639 0,079 7,08719 0,888
q u ad rá ticos d is to rc id a 4,45306 0,229 7,10583 1,115
elem entos uniform e 4,44291 0,000626 7,02684 0,0288
cúbicos d is to rc id a 4,44317 0,00656 7,03697 0,173
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Aplicação 03: Membrana R etangu lar.
R esultados num éricos p a ra  uma membrana re ta n g u la r  a  x b, onde a  = 
[0; 8,5] e b = [0; 12], conform e F ig u ra  4.6, foram  obtidos com uma d iscretização  do 
domínio fe ita  com uma malha de 3 x 4  elem entos fin ito s  cúbicos isoparam étricos p a ra  
o cálculo das p ro jeções da função  de G reen, e uma malha de 14 elem entos de contorno  
cúbicos isoparam étricos p a ra  aproxim ar as  equações in teg ra is . Os re su ltad o s  são 
m ostrados na Tabela 4.4, sendo  com parados com a solução exata,
Qmji
/ _\2
= n n*  +
a 1/2 (4.5)
com m,n = 1,2,3,..., e com os re su ltad o s  m ostrados p o r KATSIKADELIS & SAPOUNTZAKIS 
(1988)[52], ob tidos po r um método que co n sis te  na  determ inação num érica da função 
de Green p a ra  a  equação de Laplace u tilizando  o BEM, e, subsequen tem ente , na 
dedução da re p re se n ta çã o  in te g ra l da  solução do problem a, que envolve um potencial 
desconhecido na in te g ra l de domínio. Os re su ltad o s  estão  na forma fíni,n= <i>a(p/T)!/f 
onde a  = 8,5 e 1.0. O e r ro  é medido em relação  à  solução analítica, na  norma
loo . Os 10 prim eiros modos de vibração são m ostrados nas F iguras 4.7, 4.8 e 4.9.
8,5
m a l h a  d e  c j o m i n i o
12,0
m a l h a  d e  c o n t o r n o
F igu ra  4.6: M embrana re ta n g u la r .
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■:s>
0.00 3.50 7.00 10.50
0.00
0.00 3.50 7.00 10.50
0.00
d>' 0.00 3.50 7.00 10.50






0.00 3.50 7.00 10.50
0.00










00 3.50 7.00 10.50
0.00 3.50 7.00 10.50
F ig u ra  4.8: Modos 5, 6, 7 e 8 p a ra  membrana re ta n g u la r .
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0.00
0.00 3.50 7.00 10.50
0.00
0.00 3.50 7.00 10.50
F igu ra  4.9: Modos 9 e 10 p a ra  mem brana re ta n g u la r .
Tabela 4.4: F requências natureiis ( r a d /s )  -  membrana re tan g u la r .
Qm.n analítica Katsikadelis[52] MLGFM e rro  (%)
®1,1 3,850 3,849 3,850 0,0004
Q2.I 5,448 5,446 5,448 0,0047
Ql 2 6,666 6,665 6,668 0,0318
£^ 3,1 7,378 7,355 7,382 0,0517
^2,2 7,700 7,693 7,702 0,0261
£^ 3,2 9,168 9,145 9,172 0,0538
£24,1 9,439 9,368 9,495 0,5858
£2i ,3 9,684 9,650 9,744 0,6238
^2,3 10,423 10,409 10,479 0,5400
Q4,2 10,895 10,914 10,945 0,4518
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Aplicação 04: Membrana em L.
Este problem a tem sido  usado po r vários au to res  como um caso pad rão  
p a ra  te s ta r  soluções num éricas, dev ido  ao v é rtic e  re e n tra n te . Como o problem a não 
a p re se n ta  solução analítica, to m a-se  como re fe rê n c ia  os valores calculados por FOX, 
HENRICI & MOLER (1967) [34], bem como aqueles obtidos por KATSIKADELIS & 
SAPOUNTZAKIS (1988)[52], com o uso  do Método de Elementos de Contorno, po r 
LAVEDEZE & PELLE (1979)[55], e p o r MILSTED & HUTCHINSON (1974)[60], com o uso 
de elem entos fin itos onde o deslocam ento tra n s v e rsa l  de um elemento q u a d rila te ra l 
a rb itrá r io  é aproximado por um polinómio de q u a tro  term os mais um número a rb itrá r io  
de term os trigonom étricos (denom inado "56T"). A membrana, m ostrada n a F ig u ra  4.10, 
tem lados medindo 2a de com prim ento, já  que os re su ltad o s  são expostos de form a 
adim ensionalizada, Q„ = oa(p /T )^/? com a=l,0  e (p/T)^/^= 1,0, na Tabela 4.5, onde o 
e r ro  é calculado em relação aos re su lta d o s  de Fox e t alU, na  norma l*, A d iscre tização  
u tilizada  foi de 3 elem entos fin ito s  q u á rtico s  isoparam étricos p a ra  o domínio e 8 
elem entos de contorno  q u árticos isoparam étricos.
Tabela 4.5: F req u ên c ias  n a tu ra is  ( r a d /s )  -  membrana em L
Q„ Fox K atsikadeüs Lavedeze Milsted MLGFM e rro  (%)
Ql 3,1048 3,101 3,110 3,1147 3,1100 0,1677
Q2 3,8984 3,896 3,885 3,8996 3,8988 0,0121
Q3 4,4429 4,438 4,430 4,4428 4,4432 0,0068
Q4 5,4334 5,423 5,460 5,4401 5,4366 0,0588
5,6491 5,617 5,695 5,6660 5,6619 0,2256
06 6,4401 6,399 6,435 6,4498 6,4741 0,5278
£2, 6,7044 6,677 6,640 6,7074 6,7471 0,6379
Qg 7,0248 7,020 7,085 7,0248 7,0619 0,5284
Qg 7,0248 7,051 7,085 7,0248 7,0619 0,5284
Qjo 7,5306 7,486 7,730 7,5419 7,5637 0,4400
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2a malha de dominio
2a
malha de contorno
F igura  4.10: Membrana em " L ".
Aplicação 05: Membrana Elíptica.
R esultados num éricos obtidos p a ra  uma membrana elíp tica  com relação 
e n tre  sem i-eixos b /a  = 1,6, c o n f o r m e  F igura  4.11, são  com parados com os re su ltad o s  
obtidos po r KATSIKADELIS & SAPOUNTZAKIS (1988)[52]. A partição  do domínio foi 
e fe tuada  com 12 elementos fin itos q u á rtico s  isoparam étricos de 25 nós, é a  de 
contorno com 8 elementos de contorno  q u á rtico s  isoparam étricos de 5 nós. Os 
resu ltad o s, m ostrados na Tabela 4.6, são posto s na  form a = «a(p/T)^''? onde, aqui, 
a  = 5,0 e (p /T )* /2-
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Tabela 4.6: Membrana e líp tica.










F igu ra  4.11: Membrana elíp tica.
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Aplicação 06: Membrana em ” H
A análise  pelo método dos elem entos fin ito s de uma membrana em forma 
de "H", conforme m ostra  a  F igu ra  4.12, é difícü  devido aos q u a tro  cantos re e n tra n te s  
que impedem a c o rre ta  estim ativa das freq u ên c ias  n a tu ra is . MILSTED & HUTCHINSON 
(1974) [60] fornecem  va lo res p a ra  as  t r ê s  m enores freq u ên c ias  co rresp o n d en tes  a 
modos ap resen tan d o  sim etria  com re sp e ito  aos eixos coordenados que passam  pelo 
c e n tro  da membrana,e com parando-os com aqueles ob tidos por DONNELLY (1969)[28]. 
Milsted e H utchinson utilizam o FEM onde o deslocam ento tra n sv e rsa l de um elemento 
q u ad rilá te ro  a rb itrá r io  é aproximado por um polinómio de q u a tro  term os mais um 
núm ero a rb itrá r io  de term os trigonom étricos. O problem a é aqu i resolvido u tilizando-se  
d u as  malhas de 7 elem entos: uma com elem entos fin itos cúbicos isoparam étricos para  
aproxim ar a  Função de Green e 16 elem entos de con torno  cúbicos isoparam étrico  p a ra  
d is c re tiz a r  as equações in teg ra is ; o u tra  com elem entos fin itos q u árticos isoparam étri­
cos e, também, 16 elem entos de con to rno  quártico s. Não é u tiüzada  a  técn ica  de nós 
duplos nos can tos. Os re su ltad o s  são a p re sen tad o s  na Tabela 4.7, onde a  = 1,0 e 
(p /T ) i = 1,0.
Tabela 4.7: Membrana em form a de "H" ( ra d /s ) .
Í2„ DONELLY MILSTED MLGFM (4°) MLGFM (3*^
Q, 7,7330 7,7842 7,7809 7,8859
8,5517 - 8,5965 8,6997
Q3 13,9276 - 13,9615 14,0889
Q4 13,9316 - 13,9650 14,0992
Q5 14,305 14,320 14,3112 14,5991
Qe - - 17,7196 18,0202
Q7 19,739 19,751 19,7395 20,0000
Qs - - 24,8866 25,5800
Q9 - - 26,5179 27,0626








F igura  4.12: Membrana em " H
Aplicação 07: Membrana c ircu lar.
Uma membrana c ircu la r defin ida p o r pon tos p s  (x,y) e £2 = (x® +
< 144) e p s  (x,y) 6 5Q s  (x^ + y* = 144), foi d isc re tizad a  po r 12 elem entos fin itos 
quadrá ticos e por 8 elem entos de contorno  q u ad rá tico s . A dotou-se p /T  = 1,0 e a=12,0; 





onde são os zeros das funções de Bessel Jn, Os re su ltad o s  são com parados com 
a  solução analítica  e com aqueles ap re sen tad o s  por KATSIKADELIS & SAPOUNTZAKIS 
(1988)[52], que em prega o Método dè Elementos de C ontorno u tü izando  q u a tro  se to re s , 
cada qual em pregando 80 elem entos de contorno  e 25 pontos de Gauss -  Radau p ara  
com putar as in teg ra is  de domínio, e com os re su ltad o s  ap re sen tad o s  po r MILSTED & 
HUTCHINSON (1974)[60], que em pregaram  elem entos fin ito s  q u ad ran g u la re s  com term os
trigonom étricos e elem entos de contorno  p a ra  melhor m odelar o domínio c ircu la r. Os 
re su ltad o s  são a p re se n ta d o s  na Tabela 4.8, com os e rro s  calculados em relação à 




F igu ra  4.13: Membrana c ircu la r. 
Tabela 4.8: Membrana c ircu la r ( r a d /s ) .
Om.n analítica Milsted K atsikadelis MLGFM e rro  (%)
Oo.x 2,40482 2,418 2,4040 2,40492 0,00416
Ol,l 3,83171 3,818 3,8317 3,83184 0,00339
Ol.l 3,83171 3,818 - 3,83184 0,00339
^2,1 5,13562 4,975 5,1316 5,13605 0,00837
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Qm,n an alítica Milsted Katsikadelis MLGFM e rro  (%)
Q2,1 5,13562 5,189 5,13615 0,01032
fio.î 5,52007 5,584 5,4901 5,52038 0,00561
Q.3,1 6,38016 6,460 6,3583 6,38162 0,02288
^3,1 6,38016 6,460 6,38162 0,02288
Q1,2 7,01559 7,129 6,9616 7,01608 0,00698
Q1,2 7,01559 7,129 7,01608 0,00698
Aplicação 08: Membrana Q uadrada.
Um bom método p a ra  a  solução de problem as de au to v a lo r /  au to v e to r 
deve s e r  capaz de c a p ta r  au to v a lo res  duplos. P ara  v e rific a r a  capacidade  do método 
de solução do problem a de au to v a lo r utilizado, Método da Ite ração  Subespacial, 
re so lv e-se  o problem a de uma membrana q u ad rad a  defin ida sobre o domínio Q. = [0,1] 
X [0,1]. Uma membrana q u a d ra d a  a p re se n ta  freq u ên c ias  n a tu ra is  aos p a re s . Foi 
e fe tu ad a  uma d isc re tização  com uma malha com posta de 2 x 2 elem entos fin itos 
q u árticos e 8 elem entos de con to rno  q u árticos. Os valores p a ra  os parâm etros da 
membrana são p /T  = 1,0 e a  = 1,0. A solução analítica é
Q \
(4.7)
Os re su ltad o s  são  com parados com a  solução analítica  e com re su ltad o s  
num éricos a p re se n ta d o s  po r LADEVEZE & PELLE (1989)[55], que utilizaram  400 
elem entos fin itos tr ia n g u la re s  p a ra  a  form ação da malha. Os e rro s  são  calcu lados em 
relação à  solução analítica  na  norm a 1„ Os valores são m ostrados na  Tabela 4.9 e a 
geom etria na F ig u ra  4.14. Os 10 prim eiros modos de vibraçâío são m ostrados nas 
F iguras 4.15, 4.16 .
Tabela 4.9: Membrana q u ad rada  ( ra d /s ) .
Qm,n analítica LAVEDEZE MLGFM e rro  (%)
«1.1 0,70711 0,707 0,70711 0,000065
«2,1 1,11803 1,114 1,11804 0,000599
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Om,h analítica LAVEDEZE - MLGFM e rro  (%)
^1,2 1,11803 1,114 1,11804 0,000599
^2,2 1,41421 1,409 1,41422 0,000732
^3,1 1,58114 1,576 1,58482 0,2330
^1,3 1,58114 1,577 1,58482 0,2330
^3,2 1,80277 1,794 1,80601 0,1795
^2,3 1,80277 1,794 1,80601 0,1795
«4,1 2,06155 2,053 2,12261 2,9619





F igu ra  4.14: M embrana quad rada .
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F igura  4.15: Modos 1, 2, 3, 4 e 5 p a ra  mem brana q uadrada.
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F ig u ra  4.16: Modos 6, 7, 8, 9 e 10 p a ra  membrana quad rada .
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Aplicação 09: Membrana T riangu lar.
R esultados num éricos p a ra  a  membrana tr ia n g u la r  m ostrada na F igura 
4.17 foram  obtidos pela d iscretização  do domínio com duas malhas: uma composta por 
7 elem entos fin ito s  cúbicos e o u tra  com 7 elem entos fin itos q u árticos. Elementos de 
con to rno  co rre sp o n d en te s  são utilizados. Os re su ltad o s  são colocados na Tabela 4.10 
onde são com parados com valores tomados como exatos com putados a p a r t ir  de uma 
form a fechada po r MORSE & FESHBACH (1953)[61], bem como com resu ltad o s  numéricos 
obtidos por Milsted & H utchinson, por técn icas já  m encionadas, em pregando uma malha 
com 61 pontos nodais, e po r K atsikadelis & Sapountzakis, pela técn ica  de elemento de 
contorno, u tilizando 6 se to re s  (células de domínio). Os re su ltad o s  aqu i obtidos 
m ostram -se ace itáveis  p a ra  aplicações p rá ticas , porém são piores que aqueles obtidos 
pelo Método de Elementos Finitos ou de Elementos de Contorno. E ste  fa to  é expHcado 
pela g ran d e  d is to rção  da malha quando se  em prega elem entos q u ad ran g u la res  p a ra  
aproxim ar um domínio tr ia n g u la r , v is to  que a  form ulação a p re se n ta  sensibü idade a  
g ra n d e s  d is to rções de malha. P ortan to , re su ltad o s  m elhores poderiam  te r  sido obtidos 
com o em prego de elem entos de meiior ordem, como já  mencionado.
Tabela 4.10: Membrana tr ia n g u la r  ( ra d /s ) .
^m,n exato MILSTED KATSIKADELIS MLGFM (3°) MLGFM (4^)
^1,1 7,024 7,031 7,024 7,0428 7,0146
^2,1 9,934 9,994 9,932 9,9724 10,0653
^1,2 11,327 11,342 11,324 11,3894 11,4433
®3,1 12,953 12,998 12,929 13,1564 13,0460
^2,2 14,049 14,110 13,989 14,2308 14,2945
^1,3 15,708 15,791 15,632 15,9874 15,8274
^4,1 16,019 16,054 15,852 16,4357 16,2697
^3,2 16,918 17,148 16,736 17,4903 17,3637
^2,3 18,318 18,522 18,261 18,9689 18,8111




F igu ra  4.17; Membrana tr ian g u la r .
Aplicação 10: Membrana rômbica.
R esultados num éricos p a ra  os au to valo res de uma membrana rômbica 
foram  obtidos com a d iscretização  do domínio com apenas um elemento finito  de oitava 
ordem  (81 nós) e q u a tro  elem entos de contorno, também de oitava ordem. Foram 
co n sideradas cinco geom etrias que se  d iferenciam  pelo valor do ângulo 0, medido 
e n tre  o eixo y  & o lado do losango, conform e a  F ig u ra  4.18. O lado do losango mede 
1,0 unidade de comprimento e o ângulo 0 assum e os va lo res 15°, 30°, 45°, 60° e 75°. Os 
valores calculados são com parados com alguns re su ltad o s  obtidos por STÄDTER (1966) 
[72] que utilizou o método desenvolvido p o r Fox [34] p a ra  a  obtenção de aproximações 
su p erio re s  e in fe rio res  p a ra  os au tovalo res  de uma membrana rômbica sob vibração 
Uvre. Os valores ap resen tad o s  por S tä d te r  correspondem  aos modos com sim etria  em 
relação ao cen tro  da membrana. Os au tovalo res  sêío a p re sen tad o s  nas Tabelas 4.11, 
4.12, 4.13, 4.14 e 4.15, na forma




in fe rio r su p e rio r
MLGFM
1 2,1137 2,1163 2,1144
2 - - 4,8841
3 - - 5,6848
4 7,9960 8,0286 8,0088
5 - - 10,5384
6 11,018 11,072 11,0332
7 - - 12,2099
8 - - 14,5924
9 17,036 17,225 17,1705
10 - - 18,3307
11 - - 18,6973
12 - - 20,9559
13 - - 22,8020
14 - 23,2124
15 - - 27,7221
16 - - 28,7156
Tal>ela 4.12: A utovalores de membrana rôm bica com 0 = 30° (ra d /s ) .
X/td^
STÄDTER
in fe rio r su p e rio r
MLGFM
1 2,5210 2,5307 2,5228
2 - - 5,3333
3 - - 7,2662
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STÄDTER
in fe rio r su p e r io r
MLGFM
4 8,4807 8,5365 8,4940
5 - - 12,4506
6 - - 12,4531
7 14,186 14,416 14,2336
8 - - 17,2528
9 17,076 17,340 17,2935
10 - - 21,6141
11 - - 23,8084
12 - - 23,8157
13 - - 24,0523
14 26,620 27,896 27,8126
15 - - 31,7349
16 - - 32,0346
Tabela 4.13: A utovalores de membrana rôm bica com 0 = 45° ( ra d /s ) .
k/it^
STÄDTER
in fe rio r su p e r io r
MLGFM
1 3,5170 3,5491 3,5211
2 - - 6,7153
3 10,143 10,257 10,1596
4 - - 10,8491
5 - - 14,3014
6 - - 17,0985
7 - - 18,9603
76
STÄDTER
in fe rio r su p e rio r
MLGFM
8 22,039 22,631 22,2555
9 - - 23,1889
10 - - 25,1367
11 29,541 32,971 31,4235
12 - - 33,0647
13 - - 33,2824
14 - ■ - 36,7998
15 - - 43,7961
16 - - 44,7881




in fe rio r su p e r io r
1 6,3150 6,4365 6,3257
2 - - 10,6362
3 14,940 15,272 15,0026
4 - - 20,2321
5 - - 20,9229
6 25,126 26,918 26,7373
7 - - 30,2608
8 - - 36,0554
9 . - 40,2769
10 - - 43,6923
11 - - 50,6804
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STÄDTER
in fe rio r su p erio r
MLGFM
12 - - 54,9312
13 - - 62,1169
14 - - 71,3352
15 - - 72,6262
16 - - 83,1687
Tabela 4.15; A utovalores de membrana rômbica com 0 = 75° ( ra d /s ) .
STÄDTER
MLGFM
in fe rio r su p e rio r
1 20,165 21,041 20,2745
2 - - 29,1286
3 36,252 39,531 38,5419
4 - - 51,8153
5 - - 71,1262
6 - - 73,7535
7 - - 99,5436
8 - - 100,8696
9 - - 133,4569
10 - - 144,0846
11 - - 168,1019
12 - - 185,6073
13 - - 212,0270
14 - - 240,4173






F ig u ra  4.18: M embrana rômbica.
4.3.3 Cavidades A custicam ente Rígidas.
F req u ên c ias  n a tu ra is  de propagação  de ondas em cavidades 
bidim ensionais acusticam ente  ríg id as  são o b tid as  pelo Método da Função de Green 
Local Modificado. E sta condição c o rre sp o n d e  à  equação de Helmholtz subm etida a 
condições de contorno  de Neumann em todos os nós do contorno. Os va lo res calculados 
e comparados com soluções an alíticas e o u tro s  resu ltad o s  num éricos validam a 
formulação p a ra  e s ta  situaçêio. Os va lo res p a ra  as freq u ên cias  n a tu ra is  são expressos 
na forma
= (úac (4.8)
em r a d /s  ou
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a m,n 2n
-w a c (4.9)
em Hz onde ca  ^ é o au tovalor obtido do problem a de au tovalo r /  au toveto r, a é uma 
dim ensão c a ra c te r ís tic a  da geom etria em questão  e c é a  velocidade de propagação do 
som no meio. O e r ro  calculado e n tre  a  solução o b tid a  e a  solução analítica ou o u tra  
solução num érica é tomado na norma 1»
Aplicação 11: Cavidade R etangular.
As freq u ên c ias  n a tu ra is  em uma cavidade re ta n g u la r  com pared es  





com m,n = 0,1,2,3,.., . Os re su ltad o s  são postos na  form a wacj onde a  cavidade
tem dim ensões a  = [0 ;1,414] e b = [0 ;1,732], conform e F ig u ra  4.19, com c = 340 m /s. 
A d iscretização  aplicada ao domínio foi e fe tu ad a  com 3 x 3  elem entos fin itos cúbicos 
isoparam étricos de 16 nós e com 12 elem entos de con to rno  cúbicos isoparam étricos de 
4 nós. Os re su ltad o s  são m ostrados na Tabela 4.16, com os e rro s  calculados na norm a 
1(0 em relação à  solução analítica. As F iguras 4.20, 4.21, 4.22, 4.23 e 4.24 mostram os 
17 prim eiros modos dè vibração.
Tabela 4.16: F requências n a tu ra is  (Hz)- cavidade re ta n g u la r
«m,n anaKtica MLGFM e rro  (%)
« 0,0 0,0000 1,9841 -
« 1,0 872,1339 872,1428 0,0010
«0,1 1068,1415 1068,1510 0,0009
« 1,1 1378,9647 1378,9763 0,0008
« 2,0 1744,2678 1744,8946 0,0359
«2,1 2045,3354 2045,8739 0,0263
« 0,2 2136,2830 2137,0500 0,0359
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^m,n analítica MLGFM e rro  (%)
^1,2 2307,4494 2308,1618 0,0309
^3,0 2616,4017 2617,1309 0,0279
^2,2 2757,9296 2758,9192 0,0359
^3,1 2826,0368 2826,7148 0,0240
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F ig u ra  4.24: Modos 15, 16 e 17 p a ra  cavidade re ta n g u la r .
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Aplicação 12: Cavddade C ircu lar.
A solução teó rica  p a ra  as  freq u ên cia  n a tu ra is  de ondas em uma 
cavidade c ircu la r são dadas pela equação  c a ra c te r ís tic a
U k a )  = 0 (4.11)
com m = 0, 1, 2, ... e j \ {  ) sendo  a  p rim eira  d e rivada  da função de Bessel de prim eiro 
tipo  e m-ésima ordem. São a p re se n ta d o s  va lo res p a ra  estas  freq u ên cias  o b tid as  pelo 
MLGFM, que são, também, com paradas com resu ltad o s num éricos obtidos p o r ALI, 
RAJAKUMAR & YUNUS (1991)[3], pelo Método de Elementos de Contorno, em pregando 
36 elem entos lineares, depois q u ad rá tico s ; o mesmo trabalho  a p re se n ta  re su ltad o s  via 
Método de Elementos Finitos, em pregando  uma malha com 216 elem entos. Os re su ltad o s  
foram  obtidos com uma d iscre tização  do domínio c ircu lar, definido por P=(x,y)eQ=(x^ 
+ < 144) e p=(x,y)e3QH(x* + y* = 144), po r 12 elementos fin itos q u ad rá tico s  e 8 
elem entos de contorno  co rre sp o n d en te s , m ostrada  na F igura 4.25, e são m ostrados na 
Tabela 4.17. Os parâm etros c a ra c te r ís tic o s  p a ra  o problema são: a = 12, c = 340 m /s.
malha de dominio
F igu ra  4.25: C avidade c ircu lar.
Tabela 4.17: Cavidade c irc u la r  -  frequências n a tu ra is  (Hz).
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Qr analítica FEM ALI (I) ALI (II) MLGFM e rro  (%)
Q, 99,63 100,02 101,50 101,27 99,63 0,000
99,63 100,02 101,50 101,27 99,63 0,000
O': 165,27 166,33 172,23 171,45 165,27 0,000
165,27 166,33 172,23 171,45 165,28 0,009
207,34 209,40 221,97 221,97 207,35 0,008
227,34 229,88 243,66 242,42 227,37 0,014
Qn 227,34 229,88 243,66 242,42 227,37 0,014
Aplicação 13: Tubo de  Im pedância.
N esta apHcação são calcu ladas as frequências n a tu ra is  da p ropagação  
de ondas em um tubo  de im pedância, de comprimento 40 m e diâm etro 2 m, conform e 
a  F igura  4.26. O mesmo problem a foi usado po r ALI, RAJAKUMAR & YUNUS (1991)[3] 
p a ra  o b te r  as freq u ên c ias  n a tu ra is  pelo Método de Elementos de Contorno, em pregando 
16 elem entos ao longo do com prim ento e 2 ao longo da la rg u ra . 0  tubo  a p re se n ta  
extrem idade confeccionada com o mesmo m aterial do corpo do tubo, con figu rando  uma 
cavidade acusticam ente ríg id a . Aqui foram  em pregados 16 elem entos fin itos cúbicos e 
os co rre sp o n d en tes  elem entos de contorno . Tom ou-se a  = 40 e c = 340 m /s. Comparam- 
se  os resu ltad o s , ap re sen tad o s  na Tabela 4.18, com aqueles obtidos por Elementos de 
C ontorno e com a solução teó rica , sendo  e s ta  em pregada no cálculo do e rro . Os 9 
prim eiros modos de vibração ( do 2° ao 10° ) são ap resen tad o s nas F igu ras 4.27, 4.28 
e 4.29.
Tabela 4.18: Tubo de im pedância (Hz).
modo analítica ALI MLGFM e rro  (%)
2 4,25 4,26 4,25 0,5671xl0r°2
3 8,50 8,53 8,50 0,1417x 10'°2
4 12,75 12,91 12,75 0,6481x 10"°3
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modo analítica ALI MLGFM e rro  (%)
5 17,00 17,30 17,00 0,4657x10'°^
6 21,25 - 21,25 0,6535x10"°^
7 25,50 - 25,50 0,1418x10'°2
8 29,75 - 29,75 0,3242x10“°^
9 34,00 - 34,00 0,6916x1(T°2













F igura  4.26: Tubo de impedância.
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D.OO 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00 24.00 28.00 32.00 36.00 40.00
I I I I I I j I I I I I j I I I I I I I I I I I ]"  I I T  ( I I I I I I I I I I I I I j I I I I I I '
0 . 0 0  4 . 8 0  9 . 6 0  1 4 .4 0  1 9 .2 0  2 4 . 0 0  2 8 . 8 0  3 3 . 6 0  3 8 . 4 0
m
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00 24.00 28.00 32.00 36.00 40.00
■
mm■il l l l g l g 11■
I I I I I I I I I I I i "| 'I I I r r y i  i i” i i | I I i i 'i ]"i i i r r y i  i i i i“|" i i i i i [ i i 
0 . 0 0  4 . 8 0  9 . 6 0  1 4 .4 0  1 9 .2 0  2 4 . 0 0  2 8 .8 0  3 3 .6 0  3 8 .4 0
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00 24.00 28.00 32.00 36.00 40,00
I I I I r'i I I I I I [ ~i I r n  '["i i i i i [ i i i i i | i i i i r-p  i i i r p  i i r r"|-1 i 
0 . 0 0  4 . 8 0  9 . 6 0  1 4 .4 0  1 9 .2 0  2 4 .0 0  2 8 . 8 0  3 3 . 6 0  3 8 .4 0
F igu ra  4.27: Modos 2, 3 e 4 p a ra  tubo  de im pedância.
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I I I I I I I I I I I I I I I I I j I I i " i  I I M  I I I I I I I I I I I I I I I I i ' i ...r i  I j I
0 . 0 0  4 .B 0  9 . 6 0  1 4 .4 0  1 9 .2 0  2 4 . 0 0  2 8 .8 0  3 3 . 6 0  3 8 . 4 0
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00 24.00 28.00 32.00 36.00 40.00
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00 24.00 28.00 32.00 36.00 40.00
I I I I I I [ I ' I.n  I I I I n  i " |  I I i " i  I I I I I I I I I
0 . 0 0  4 . 8 0  9 . 6 0  1 4 .4 0  1 9 .2 0  2 4 . 0 0  2 8 . 8 0  3 3 . 6 0  3 8 . 4 0
F igura 4.28: Modos 5, 6 e 7 p a ra  tubo  de im pedância.
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0 . 0 0  4 . 8 0  9 . 6 0  1 4 .4 0  1 9 .2 0  2 4 . 0 0  2 8 . 8 0  3 3 . 6 0  3 8 . 4 0
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00 24.00 28.00 32.00 36.00 40.00
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0 . 0 0  4 . 8 0  9 . 6 0  1 4 .4 0  1 9 .2 0  2 4 . 0 0  2 8 . 8 0  3 3 . 6 0  3 8 . 4 0
F igura  4.29: Modos 8, 9 e 10 p a ra  tubo  de im pedância.
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Aplicação 14: Cavidade Trapezoidal.
O problema de p ropagação  liv re  de ondas em uma cavidade trapezo ida l 
com p a red es  acusticam ente  ríg id as  (im perm eáveis ao fluxo sonoro), conform e m ostra 
a F ig u ra  4.30, foi resolvido pelo Método de Elementos Finitos, bem como experim en­
talm ente, por SHUKU & ISHIHARA (1973)[70]. O mesmo problem a foi reso lv ido  por ALI, 
RAJAKUMAR & YUNUS (1991)[3] com uma técn ica  de elem entos de contorno  basead a  no 
Método da R eciprocidade Dual (DRM), e Método In te g ra l P a rticu la r (PIM), sob dois 
procedim entos: sem pontos in te rn o s  ao domínio, e com 9 pontos in te rn o s , O mesmo 
problem a foi reso lv ido  pelo MLGFM u tilizan d o -se  apenas um elemento fin ito  no domínio 
e 4 elem entos de contorno, todos de sex ta  ordem. Os resu ltad o s  são m ostrados na 
Tabela 4.19, com o e rro  calculado em relação à solução experim ental, onde c = 340 m /s.
2.1
malha de contorno
F igura  4.30: Cavidade trapezo idal.
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Tabela 4.19: Cavidade trap ezo id a l -  freq u ên c ias  n a tu ra is  (Hz).
SHUKU ALI
MLGFM é rro  (%)Qn FEM Exper. s /  P.I. 9 P.I.
Qi 92,5 93 93,7 92,9 92,47 -0,57
^2 162,5 164 169,3 165,0 162,17 -1,11
179,1 182 187,6 182,3 178,61 -1,86
Q4 - - - - 209,86 -
- - - - 243,24 -
Qg - - -  . - 291,90 -
Aplicação 15: Cavidade R etangular.
Uma cavidade re ta n g u la r  acusticam ente  ríg ida, de dimensões 1,1 m x
2,5 m é modelada com uma malha de 50 elem entos fin itos lineares  e 30 elem entos de 
contorno, também lin eares , conforme a F ig u ra  4.31. O mesmo problem a foi reso lv ido  por 
KANARACHOS & PROVATIDIS (1987)[51] pelo Método de Elementos de Contorno, 
analisando a perform ance  de d ife ren te s  form ulações p a ra  a m atriz m assa; em pregou 
a  mesma malha p a ra  o b te r  re su ltad o s  pelo Método de Elementos Finitos, p a ra  compara­
ção, e 2 malhas p a ra  o Método de Elementos de Contorno: uma com 60 g rau s  de 
lib e rd ad e  e o u tra  de 120 g ra u s  de liberdade. Os re su ltad o s  são postos na Tabela 4.20, 
com o e rro  em re lação  à  solução analítica.
».2 «2 
<i)^  = (----  + ----) (4.12)
A velocidade do som no meio adotada foi c = 1 m /s.
A nalisando-se os resu ltad o s  obtidos, v e rific a -se  que os e r ro s  cometidos 
ap licando-se  o MLGFM com elem entos lin ea res  foram  praticam ente  os mesmos 
encon trados na solução com o Método de Elementos F initos. P ortan to , s u g e re -s e  e v ita r  
o em prego do MLGFM com elementos lineares , v is to  que não há uma m elhora nos 
re su ltad o s  em re lação  ao Método de Elementos F initos, havendo, porém, um acréscim o 
no esforço  com putacional d ispensado  p a ra  a  reso lução  do mesmo problema.
Tabela 4.20: Cavidade re ta n g u la r  -  freq u ên c ias  n a tu ra is  (Hz).
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solução e rro  (%)
exata MLGFM BEM (60 gl) BEM (120 gl) FEM MLGFM
1,5791 1,5922 1,39 1,26 0,82 0,82
(0^ 3 6,3165 6,5270 6,33 6,09 3,43 3,33
0,^ 4 8,1567 8,4284 12,71 12,46 3,31 3,33
<0^ 5 9,7358 10,0206 7,21 6,86 2,89 2,92
14,2122 14,9554 10,93 10,17 5,16 5,22
<i) ^ 7 14,4732 15,2921 19,83 18,58 5,63 5,65
<0^ 8 22,3689 23,7205 13,75 12,31 6,03 6,04





F igura  4.31: Cavidade R etangular.
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4.3.4 Membranas E lásticas com B ordas Fixas e B ordas L ivres.
A equação de Helmholtz sob condições de con torno  m istas, p a rte  do 
con to rno  sob condição de contorno de D irichlet hom ogêneas e p a r te  sob condição de 
con torno  de Neumann homogênea, é o modelamento matemático de membranas com 
algum a p a rte  da bo rda  fixa e o u tra  liv re , respectivam en te . Como p rá tic a  usual em ele­
m entos de contorno , neste  caso fa z -se  n ecessário  o em prego de nós duplos nas 
posições onde o co rre  m udança de condições de contorno . São a p re sen tad as  apenas 
aplicações que têm soluções analíticas, com domínio re ta n g u la r  e domínio c ircu lar 
fazendo  uso de condições de sim etria.
Aplicação 16: Membrana C ircular.
Visando o em prego de condições de contorno  m istas, reso lv e-se  o 
problem a de uma membrana c ircu la r com a b o rd a  fixa, s ituação  com condição de 
con to rno  de D irichlet. Porém tom ando-se os eixos coordenados com origem  no cen tro  
da membrana, fa z -se  uso da sim etria  em relação a  e s te s  eixos e, p o rtan to , aplicam -se 
condições de contorno  m istas. Os eixos de sim etria, agora , devem a p re se n ta r  condições 
de contorno  de Neumann. A geom etria é a mesma daquele  problem a da aplicação 07, 
com a  q u a rta  p a r te  da membrana m odelada com 3 elem entos fin itos quadrá ticos e o 
con to rno  com 6 elem entos de contorno q u ad rá ticos, conform e F ig u ra  4.32. Nós duplos 
sêto usados nas posições onde oco rre  m udanças das condições de contorno. São 
cap tados, porém, apenas os modos que ap resen tam  a mesma sim etria  utilizada na 
modelagem geom étrica. Os resu ltados são ap resen tad o s  na Tabela 4.21.
Tabela 4.21: Membrana c ircu la r -  freq u ên c ias  n a tu ra is  ( r a d /s ) .
anaü tica MLGFM e rro  (%)
^0,1 2,40482 2,40492 0,00405
^2,1 5,13562 5,13605 0,00847
Qo,2 5,52008 5,52038 0,00544
fi4j 7,58834 7,59255 0,05552
®2,2 8,41724 8,42278 0,06582
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^m,n analitica MLGFM e rro  (%)
^0,3 8,65373 8,65915 0,06262
^6,1 9,93611 9,96405 0,28125
^7,1 11,08637 11,08971 0,03014
^^ 0,4 11,79153 11,70861 0,70321
^8,1 12,22509 11,88233 2,80374
^S,2 12,33860 12,27837 0,48811
^6,2 13,58929 13,69563 0,78252
F igu ra  4.32: Membrana c ircu la r.
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M odela-se uma membrana re ta n g u la r  com dim ensões [0; 1,5] x [0,1] com 
uma malha com posta po r apen as um elemento fin ito  de sex ta  ordem  e q u a tro  elementos 
de contorno de sex ta  ordem , A membrana a p re se n ta  t r ê s  lados fixos e um livre, 
c a rac te rizan d o  condição de contorno  mista. U tilizam -se nós duplos nos cantos, onde 
o co rre  m udança nas condições de contorno, conforme F ig u ra  4.33. Os re su ltad o s  são 
ap resen tad o s  na Tabela 4.22. Os 10 prim eiros modos de v ibração  são m ostrados nas 
F igu ras 4,34, 4.35 e 4,36, A solução analítica é
A p lica çã o  17: Membrana re ta n g u la r  com uma b o rd a  liv re .
„ 2  1/2 





F ig u ra  4,33; Membrana re ta n g u la r  com uma b o rd a  liv re .
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Tabela 4.22:Memhrana re ta n g u la r  com uma b o rd a  liv re -fre q u ên c ia s  n a tu ra is  ( ra d /s ) .
^m,n analítica MLGFM e rro  (%)
^1,1 6,85389 6,85389 -0,5344x10-°^
^2,1 20,01336 20,02364 0,5137x10"°^
^1,3 26,59310 26,59340 0,1141xl0r02
^2,3 39,75257 39,76316 0,2663xl0r°i
^3,1 41,94582 42,10012 0,3679
^3,3 61,68503 61,83963 0,2506
Û1.5 66,07152 66,24906 0,2687
^4,1 72,65126 79,41882 9,315
^2,5 79,23099 91,57782 15,580
^4,3 92,39047 101,49529 9,855
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d>- 0.000.00  0 .33  0 .66  0 .99 1.32
0.00  0 .3 3  0 .66  0 .99 1.32







0.00  0 .33  0 .66  0 .99  1.32
>r
0.00
0 .00  0 .33  0 .66  0 .99  1.32Œ>*
F igura 4.36: Modos 1 , 8 ,  9 e  10 p a ra  m em brana com uma b o rd a  liv re .
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E ste  problem a é o mesmo problem a da aplicação 17, porém, aqui, a 
membrana a p re se n ta  apen as  um lado fixo e os o u tro s  t r ê s  lados liv res . A d iscretização  
em pregada foi, também, de um elemento fin ito  no domínio e q u a tro  elem entos de 
contorno , todos de sex ta  ordem , conform e a F igura  4.37. Foram em pregados nós duplos 
nos v é rtic es  onde há mudança nas condições de contorno . Os re su ltad o s  são 
ap re sen tad o s  na Tabela 4,23. Os 10 prim eiros modos de vibração sao m ostrdos nas 
F iguras 4.38, 4.39 e 4.40. A solução analítica  é




malha de domínio 
ô u / ô n  = 0
ôu/ôn = 0 
nd duplo u = 0
malha de contorno
ôu/ôn = 0 
^ n ó  duplo
F igura  4.37; Membrana re ta n g u la r  com uma b o rd a  fixa.
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Tabela 4.23; Membrana re ta n g u la r  com uma bo rda  fixa ( ra d /s ) .
^ni,n analítica MLGFM e rro  {%)
^0,1 2,46740 2,46740 -0,5562x10"°^
6,85389 6,85389 0,1133x10"°'*
^2,1 20,01336 20,01395 0,2925x10'°2
^0,3 22,20661 22,20691 0,1367xl0"°2
^1,3 26,59310 26,59341 0,1145x10"°2
Í32.3 39,75257 39,75346 0,2237x10"°2
^3,1 41,94582 43,01205 2,542
^3,3 61,68503 61,86257 0,2878
í^ o.s 61,68503 62,75156 1,729
Í2i ,5 66,07152 66,24906 0,2687
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
<é^
F igu ra  4.38: Modos 1 e 2 p a ra  mem brana com uma b o rd a  fixa.
103
m









m ^ j j )
UJ






1 ^ ^ 1 8
1
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
F igu ra  4.39: Modos 3, 4, 5 e 6 p a ra  membrana com uma bo rda  fixa.
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0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
M Ï Î ) ) ) )
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
F ig u ra  4.40: Modos 7, 8, 9 e 10 p a ra  m em brana com uma bo rda  fixa.
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A plica çã o  19: Membrana re ta n g u la r  com duas bordas opostas liv re s  e duas
fixas.
Similar ao problem a a n te r io r , a mesma membrana, com a mesma malha. 
F ig u ra  4.41, ap re sen ta , aqui, duas b o rd as  opostas su je ita s  a condições de contorno 
de Neumann e as o u tra s  duas sob condição de contorno de D irichlet. Os re su ltad o s  
são expostos na Tabela 4.24 e com parados com a solução analítica. Os 10 prim eiros 




1.5 nd duplo'1^ 
ôu/ôn = 0
malha de domínio 
u = 0
nó dupio




^ n ó  duplo
F igura 4.41: Membrana re ta n g u la r  com duas bordas liv res  e duas fixas.
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Tabela 4.24: Membrana re ta n g u la r  com duas b o rd as  opostas  liv re s  e duas fixas -  
freq u ên c ias  n a tu ra is  ( r a d /s ) .
^m,n analítica MLGFM e rro  (%)
^0,1 9,86960 9,86961 0,6233x10”°'*
^1,1 14,25609 14,25611 0,9632x10-°'*
^2,1 27,41557 27,41617 0,2183x10-°^
^0,2 39,47842 39,50156 0,5861x10"°^
^1,2 43,86491 43,88806 0,5277x10-°!
^3,1 49,34802 50,41426 2,161
^2,2 57,02438 57,04811 0,4162x10-°!
^3,2 78,95684 80,04621 1,380
^4,1 80,05346 84,49948 5,554
^0,3 88,82644 89,17363 0,3909
F igura  4.42: Modos 1 e 2 p a ra  m embrana com duas bo rd as  op o stas  liv re s  e d uas fixas.
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0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
F igura  4.43; Modos 3, 4, 5 e 6 p a ra  m embrana com duas bordas o p o stas  liv res  e duas
fixas.
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0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
0.00 ^
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
0.33
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
ct>*
F igu ra  4.44: Modos 7, 8, 9 e 10 p a ra  m embrana com duas b o rd as  op o stas  liv re s  e duas
fixas.
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A p lica çã o  20: Membrana re ta n g u la r  com duas b o rd as  ad jacen tes  liv res  e duas
fiXÊlS.
o mesmo problem a an te rio r, a g o ra  com a membrana fixa em duas bordas 
ad jacen te s  e liv re  nas o u tra s  duas, com a mesma d iscretização , é ap resen tad o  na 
F ig u ra  4.45. Na Tabela 4.25 veêm -se os re su ltad o s  com parados com a solução analítica. 
Nas F igu ras 4.46, 4.47 e 4.48 são ap resen tad o s  os 10 prim eiros modos de vibração. A 
solução analítica  é
Q = JL (_ ü i + (4.16)
1.0
1.5 nd duploY^ 
ôu/ôn = 0




ôu/ôn = 0 
malha de contorno
^ n ó  duplo
F igu ra  4.45: Membrana re ta n g u la r  com duas bo rd as  ad jacen te s  liv res  e duas fixas.
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Tabela 4.25: Membrana re ta n g u la r  com duas bo rd as  ad jacen te s  fixas e duas liv res 
( r a d /s ) .
^m,n analítica MLGFM e rro  (%)
^ 1,1 3,56402 3,56404 0,4247x10"°3
^3,1 12,33700 12,33715 0,1217x10'02
Qi ,3 23,30322 23,30355 0,1369x10"°2
í^ S.l 29,88297 29,96189 0,2641
^3,3 32,07621 32,07667 0,1415x10’°2
^5,3 49,62218 49,70140 0,1597
Q7.I 56,20192 59,00380 4,985
^1,5 62,78165 62,95921 0,2828
^3,5 71,55463 71,73232 0,2483
^7,3 75,94113 78,74331 3,690
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
F ig u ra  4.46: Modos 1 e 2 p a ra  membrana com duas bo rd as  ad jacen tes  liv re s  e duas fixas.
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0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
F ig u ra  4.47: Modos 3, 4, 5 e 6 p a ra  membrana com duas bordas ad jacen tes  liv re s  e duas
fixas.
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•>> •<S^  0.33
0.00
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
o *
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40
<3> '
F ig u ra  4.48: Modos 7, 8, 9 e 10 p a ra  mem brana com duas bo rd as  ad jacen te s  liv re s  e duas
fixas.
R esultados num éricos p a ra  os au tovalo res de uma membrana rômbica 
com duas bo rd as  op o stas  liv re s  e duas fixas foram obtidos com a d iscre tização  do 
domínio com apenas um elem ento fin ito  de oitava ordem  (81 nós) e q u a tro  elem entos 
de contorno, também de oitava ordem. Foram co n sideradas cinco geom etrias que se 
diferenciam  pelo valo r do ângulo  0, medido e n tre  o eixo y  e o lado do losango, que 
mede 1,0 un idade de com prim ento, conforme a  F igu ra  4.49. 0 ângulo 0 assum e os 
valores 15°, 30°, 45°, 60° e 75°. Os valores calculados são com parados com alguns 
re su ltad o s  obtidos por STÄDTER (1966)[72] que utilizou o método desenvolvido por Fox
[34] p a ra  a ob tenção  de aproxim ações su p erio re s  e in fe rio re s  p a ra  os au to v a lo res  que 
apresentairam  sim etria  em relação  ao cen tro  da membrana. Os au to v a lo res  são 
ap resen tad o s  nas Tabelas 4.26, 4.27, 4.28, 4.29 e 4.30, na forma k/nK
113
A plicação  21: Membrana rôm bica com duas b o rd as  opostas  liv re s  e duas fixas.
1,0




Figura  4.49: Membrana rôm bica com duas bo rdas opostas  liv res  e d uas fixas.
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Tabela 4.26 ; A utovalores de membrana rômbica com duas bo rdas liv res  e d u as  fixas 
com 0 = 15° ( ra d /s ) .
A/it^
STÄDTER
in fe rio r su p e r io r
MLGFM
1 1,0301 1,0806 1,0505
2 - - 2,0628
3 - 4,2389
4 4,6092 4,8526 4,7183
5 5,5775 5,9283 5,6992
6 - - 7,8268
7 9,1966 9,8215 9,5154
8 - - 10,3933
9 - - 11,0374
10 11,638 12,519 12,0210
11 14,047 15,612 14,4848
12 - - 16,5855
13 16,598 18,633 17,5498
14 - - 17,9693
15 18,096 19,553 18,5952
16 - - 20,7271
Tabela 4.27 
com 0 = 30°
: A utovalores de membrana rômbica com duas 1 
( ra d /s ) .




in fe rio r su p e rio r
1 1,1820 1,3220 1,2286
2 - - 2,2855
3 - - 4,8214
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STÄDTER
in fe rio r su p e r io r
MLGFM
4 4,6585 5,1547 5,0550
5 6,8002 7,7875 7,0493
6 - - 7,9378
7 9,8390 12,276 10,7822
8 - - 11,7257
9 12,217 13,185 12,5541
10 - - 13,7697
11 - - 16,5397
12 15,443 19,846 16,5750
13 - - 19,8500
14 - - 20,5641
15 - - 23,3585
16 - - 23,5254
Tabela 4.28' 
com 0 = 45°
: A utovalores de membrana rôm bica com duas bo rd as  liv re s  e d uas fixas 




in fe rio r su p e r io r
1 1,5474 1,9137 1,6537
2 - - 2,8132
3 5,2513 6,2262 5,4764
4 - - 6,7366
5 - - 9,2138
6 9,3235 11,860 9,6824




in fe rio r su p erio r
MLGFM
8 10,970 15,799 14,3099
9 - - 17,0974
10 15,710 19,025 17,1400
11 - - 19,9031
12 - - 21,6434
13 - - 23,1505
14 - - 25,2075
15 - - 30,6568
16 - - 31,4435
Tabela 4.29: A utovalores de  membrana rômbica com duas b o rd as  liv res  e duas fixas
com 0 = 60° ( ra d /s ) .
STÄDTER
MLGFM
in fe rio r su p e rio r
1 2,5046 3,6533 2,8027
2 - - 4,1860
3 6,9881 9,5382 7,4362
4 - - 9,6209
5 - - 13,9330
6 - - 14,7681
7 - - 18,0436
8 - - 18,7924
9 - - 25,1866
10 - - 26,2051
11 - - 30,3348
12 - - 34,0380
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STÄDTER
in fe rio r su p erio r
MLGFM
13 - - 39,1700
14 - - 39,7617
15 - - 48,2918
16 - - 49,7231
Tabela 4.30 
com 0 = 75°
: A utovalores de membrana rôm bica com duas bordas liv res  e duas fixas 
( r a d /s ) .
STÄDTER
MLGFM
in fe rio r su p e rio r
1 6,8038 13,043 8,2264
2 - - 10,0942
3 - - 16,0302
4 14,233 27,428 19,3937
5 - - 27,6824
6 - - 34,9070
7 - - 48,4175
8 - - 51,5240
9 - - 62,1812
10 - - 70,0582
11 - - 91,1395
12 - - 93,1926
13 - - 131,1442
14 - 131,3592
15 - - 135,3738
16 - - 160,9404
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Aplicação 22: Membrana re ta n g u la r  com orifício  re ta n g u la r .
A presen tam -se freq u ên c ias  n a tu ra is  de vibração de uma membrana 
re ta n g u la r  com um orifício  cen tra l, também re ta n g u la r , conform e F igura  4,50. O 
problem a a p re se n ta  condição de contorno  mista, onde a  b o rd a  ex te rn a  e s tá  su je ita  a 
condição de con to rno  de D irichlet e a bo rda  in te rn a  e s tá  sob condição de contorno 
de Neumann, Como a s  bordas são d is ju n ta s  não há n ecessid ad e  do em prego de nós 
duplos. U tilizou-se uma d iscretização  composta de uma malha de 10 elem entos finitos 
q u ártico s  p a ra  a  aproximação da função de Green e 20 elem entos de contorno 
c o rre sp o n d en te s  p a ra  a  d iscretização  das equações in te g ra is . A dotou-se o parâm etro  
a = 12,0 e o va lo r ( p /T)^^^ = 1,0. Os valores p a ra  as  se is  prim eiras frequências 
n a tu ra is  de vibração são m ostradas na Tabela 4.31.
malha de domínio
F ig u ra  4.50: Membrana re ta n g u la r  com orifício  re ta n g u la r .
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Tabela 4.31: Membrana re ta n g u la r  com orifício re ta n g u la r  ( r a d /s ) .








F requências  n a tu ra is  de vibração liv re  de membranas e lásticas 
e cavidades acusticam ente ríg id as  podem s e r  ob tidas pelo Método da Função de Green 
Local Modificado com boa precisão . Não aparecem  dificu ldades sem elhantes àquelas que 
podem o c o rre r  em ce rto s  problem as quando reso lv idos pelo Método de Elementos 
Finitos ou pelo Método de Elementos de Contorno. D iversas geom etrias su je ita s  a 
q u a isq u e r condições de con torno  podem s e r  m odeladas. D eve-se, porém, tom ar c e r ta s  
p recauções quando do modelamento de geom etrias mais complexas, ev itando  a  excessiva  
d is to rção  dos elem entos. N estas s itu açõ es  a  escolha de elementos de ordem  elevada é 
b a s ta n te  recom endável. A opção po r elem entos lin ea res  não é in te re ssa n te , já  que  os 
va lo res dos e rro s  ob tidos com o MLGFM são praticam ente idên ticos aqueles 
conseguidos com o Método de Elementos Finitos, p a ra  a  mesma malha. Neste caso  o 
esforço  computacional com o MLGFM é maior em relação ao FEM.
R esultados p a ra  os modos de vibração também foram  obtidos 
porém não expostos n e ste  traba lho . E stes  re su ltad o s  serão  ap re sen tad o s  em trab a lh o s  
fu tu ro s .
Condições de con torno  não homogêneas, tan to  de D irich let 
quan to  de Neumann, podem s e r  im plem entadas sem g ran d es dificu ldades. P o rtan to , a 
ex tensão  da p re sen te  form ulação p a ra  a  solução de problem as de v ibração  liv re  em 
e lastic idade  linear e placas é a  su cessão  n a tu ra l p a ra  e ste  trabalho .
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5 ANALISE EXPERIMENTAL DE 
CONVERGÊNCIA
Conforme exposto no Capítulo 4, foi im plem entada uma família 
de elementos fin itos e elem entos de contorno  isoparam étricos, com funções de 
in terpolação  lag ran g ean as. E sta  família com põe-se de elem entos q u ad ran g u la res  a 
p a r t ir  de elem entos lin ea res  a té  elem entos de décima ordem. P o rtan to , é in te re ssa n te  
que se examine a  convergênc ia  dos re su ltad o s  quando, p a ra  um mesmo problema, se 
aprim ora ou a  ordem do polinómio in te rp o lad o r ou o g rau  de refinam ento  da malha 
aplicada p a ra  a d iscretização  do problem a em questão . E sta  análise  é ú tü  no sen tido  
de se  estim ar o com portam ento das taxas de convergência  p a ra  o método, v isando su a  
aplicação com técn icas ad ap ta tiv as . É sabido que ta is  técn icas são  m elhor em pregadas 
com o uso de elem entos h ie rárqu icos, com função de in terpo lação  como polinómios de 
Hermite. Porém, a  fácü  implementação dos elementos lag rangeanos e o conhecim ento
de c a rac te rís tic a s  de seu  desem penho justificam  o seu  em prego n e s ta  análise, já  que 
e s te  não é o objetivo princ ipa l do trabalho .
121
5.1 ANÁLISE DE CONVERGÊNCIA
A análise  de convergência  p a ra  o método foi rea lizada  
u tilizando-se  um problem a sim ples, com solução analítica  conhecida, ev itando  a inclusão 
de dificuldades de c a rá te r  p a r tic u la r  a  determ inados tipos de problem as, v isando 
avaliar apenas o com portam ento da  form ulação. Os re su ltad o s  são expostos em forma 
de convergência p -, v a rian d o -se  o g rau  do polinómio in te rp o lad o r m antendo-se  a 
mesma malha, e em form a de co n vergênc ia  h-, onde se  mantém a ordem  do elemento 
e v a ria -se  a malha, re fin an d o -a . O refinam ento da malha em pregado é re g u la r  e a 
malha é uniforme. Em relação a  uma malha inicial 1 x 1 o refinam ento é aninhado, onde 
os pontos nodais da malha o rig inal permanecem na mesma posição na malha refinada . 
Os refinos, tan to  p como h foram  fe ito s a té  que o problem a co n tin u asse  solucionável 
pelos equipam entos d isponíveis. O código com putacional desenvolvido não e s tá  
otimizado, d ificu ltando a  avaliação dos tempos de execução do mesmo.
5.2 RESULTADOS NUMÉRICOS
O problem a em pregado p a ra  análise  de convergência , ta n to  p a ra  
a  condição de contorno  do D irich let q u a n to .p a ra  a condição de con torno  de Neumann, 
foi uma geom etria re ta n g u la r  com dim ensões [ 0; 1,414 ] x [ 0; 1,000 ], onde, p o rtan to , 
a = 1,414. Foram escolhidas dim ensões onde a razão de aspecto , dimensêlo menor em 
relação  a  dimensão maior, fo sse  um núm ero irrac iona l, p a ra  e v ita r  o aparecim ento  de 
modos com freq u ên c ias  igUÊiis, p a ra  que não fo sse  inc lu ída  nenhum a c a ra c te r ís tic a  
p a rtic u la r  na análise.
5.2.1 Membrana E lástica.
ApHcando-se condições de con to rno  de D irichlet ao problema, 
tem -se  uma membrana e lástica  com as  bordas fixas, onde a d o ta -se  (p/T )  ^ = 1,0. Neste 
caso, não é possível u tü iz a r-s e  uma malha 1 x 1  com elem entos lin ea res , já  que como 
todos os nós do contorno  têm va lo res p re sc r ito s  não há  nós in te rn o s  p a ra  obtenção  
de resu ltados. A presentam -se re su ltad o s  apenas p a ra  a  prim eira freq u ên c ia  n a tu ra l 
de vibração, com refinam entos p e h. O valor exato p a ra  a  prim eira freq u ên c ia  n a tu ra l 
é 5,4413981 s “l Os valores são m ostrados na Tabela 5.1 e F igu ras 5.1 e 5.2.
Tabela 5.1: C onvergência p -  e h -  p a ra  membrana elástica .
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h P n° de nós MLGFM e rro  (%)
1,000 
(1 X 1)
2 9 5,4772256 0,658
3 16 5,4772256 0,658
4 25 5,4414381 0,736x10"°^
5 36 5,4414381 0,736xl0"‘’^
6 49 5,4413981 0,172x10"°®
7 64 5,4413981 0,172x10"“®
8 81 5,4413981 0,785x10"“
9 100 5,4413981 0,299x10'!!
10 121 5,4413981 0,298x10"°^
0,500 
(2 X 2)
1 9 6,0000000 10,27
2 25 5,4618257 0,375
3 49 5,4417697 0,683xl0-°2
4 81 5,4414018 0,683x10"°“
5 121 5,4413981 0,431x10"°®
6 169 5,4413981 0,187x10"°*
7 225 5,4413981 0,554x10"!!
8 289 5,4413981 0,124x10"!!
0,333 
(3 x 3)
1 16 5,6920998 4,607
2 49 5,4456988 0,790x10"°!
3 100 5,4414323 0,629x10"°^
4 169 5,4413982 0,276x10"°^
5 256 5,4413981 0,276x10"°^
6 361 5,4413981 0,278x10"°^
7 484 5,4413981 0,278x10"°^
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h P n° de nós MLGFM erro (%)
1 25 5,5821077 2,586
0,250
2 81 5,4427913 0,256x10"°^
(4 X 4) 3 169 5,4414043 0,114x10-°3
4 289 5,4413981 0,250x10"°^
1 36 5,5312901 1,652
0,200 
(5 X 5)
2 121 5,4419752 0,106xl0"“‘
3 256 5,4413997 0,273x10“°'*
4 441 5,4413981 0,547x10"°^
0,167
(6 X 6)
1 49 5,5037502 1,146
2 169 5,4416781 0,515x10-02
3 361 5,4413986 0,734x10'°^
0,143 
(7 X 7)
1 64 5,4871727 0,8412
2 225 5,4415498 0,278x10"°2
3 484 5,4413983 0,124x10"°^
0,125 1 81 5,4764260 0,6437
(8 X 8)
2 289 5,4414872 0,164x10“°^
0,111 1 100 5,4764260 0,6437
(9 X 9)
2 361 5,4414538 0,102x10"°2
0,100 1 121 5,4690643 0,5084
(10 X 10)
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F ig u ra  5.4: C onvergência h -  (p=6 -  p=10).
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5.2.2 Cavidade A custicam ente Rígida.
A plicando-se condições de contorno de Neumann ao problema, 
tem -se uma cavidade acusticam ente  ríg ida, com paredes im perm eáveis ao fluxo sonoro, 
onde ad o ta -se  c = 340 m /s como velocidade de propagação do som no meio. A presen­
tam -se  re su ltad o s  apenas p a ra  a prim eira freq u ên cia  n a tu ra l de ondas, com re fin a ­
mento p -  e h-. Os valores são m ostrados na Tabela 5.2 e com parados com a solução 
analítica que é % s " l As c u rv a s  de convergência  p -, p a ra  enriquecim ento  da ordem 
das funções de in terpo lação  p a ra  malhas uniform es, desde  h = 1 (malha 1x1) a té  h = 
0,1 (malha 10x10), são m o stradas nas F iguras 5.5 e 5.6. A c u rv a  de co n vergência  h-, 
p a ra  refino sucessivo  da malha com elem entos de prim eira ordem  a té  elem entos de 
décima ordem, é m ostrada na  F ig u ra  5.7.
Tabela 5.2: C onvergência p -  e h-, cavidade acusticam ente ríg ida.
h P n° de nós MLGFM e rro  (%)
1 4 3,4641047 10,27
2 9 3,4641059 10,27
3 16 3,1424710 0,279x10"°^
1,000
4 25 3,1424725 0,280xl0"°i
(1 X 1) 5 36 3,1416001 0,234x10’ °^
6 49 3,1416014 0,277x10"°3
7 64 3,1416024 0,306x10-°^
8 81 3,1416037 0,349x10“°3
9 100 3,1416051 0,393x10"°^
10 121 3,1416064 0,434x10-°^
1 9 3,4641072 10,27
2 25 3,1533932 0,376
3 49 3,1418165 0,712x10"°2
0,500 
(2 X 2)
4 81 3,1416068 0,446x10"°3
5 121 3,1416073 0,465x10"°^
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h P n° de nós MLGFM e rro  (%)
6 169 3,1416100 0,550x10-°^
7 225 3,1416127 0,636x10'°^
8 289 3,1416154 0,772x10"‘^ 3
9 361 3,1416181 0,808x10'°^
1 16 3,2863430 4,608
2 49 3,1440863 0,794x10"°!
0,333 
(3 X 3)
3 100 3,1416271 0,109x10"°^
4 169 3,1416115 0,596x10"°^
5 256 3,1416154 0,722x10"°^
6 361 3,1416195 0,851x10"°^
1 25 3,2228414 2,586
0,250
2 81 3,1424117 0,267x10"°!
(4 X 4) 3 169 3,1416163 0,750x10"°^
4 289 3,1416181 0,808xl0-°3
0,200 
(5 X 5)
1 36 3,1935044 1,652
2 121 3,1419446 0,112x10"°!
3 256 3,1416191 0,838x10"°^
1 49 3,1776069 1,146
0,167
(6  X 6)
2 169 3,1417771 0,587x10"°^
3 361 3,1416238 0,990x10"°^
0,143 1 64 3,1680385 0,842
(7 X 7)
. 2 225 3,1416238 0,990x10"°^
0,125 1 81 3,1618365 0,644
(8  X 8 )
2 289 3,1416750 0,262x10"°^
130
h P n° de nós MLGFM erro (%)
0,111 1 100 3,1575889 0,509
(9 X 9)
2 361 3,1416598 0,213x 10‘ °2
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F ig u ra  5.7: C onvergência h -
A nalisando-se  os resu ltados p e rc e b e -se  que a p rec isão  destes , 
em alguns casos, a tin g e  um "te to" , a p a r tir  do qual não se  consegue  m elhora nos 
va lo res  mesmo com enriquecim ento  da malha. Este fa to  é explicado po r dois fa to re s :a  
p rec isão  do equipam ento  e a  reg u la rid ad e  do problema. Prim eiro, como n o ta -se  na 
Tabela 5.1 e na F ig u ra  5.2 p a ra  a cu rv a  co rre sp o n d en te  a p = 4, os re su ltad o s  que 
atingem  uma p rec isão  com e r ro  da ordem de a té  10"^^ % foram  ob tidos com o 
In te rg ra p h  I 200 (MicroVax) e aqueles que estão  limitados em e rro  de 10"°^ %, com o 
Convex C 210; e s te  fa to  e s tá  associado com a a rq u ite tu ra  do equipam ento, onde o 
MicroVax a p re se n ta  uma p rec isão  maior em operações de ponto  f lu tu an te . Segundo, 
como o problem a é bem com portado, su a  solução é b a s ta n te  re g u la r , a ting indo  precisão  
e levada com pequeno  enriquecim ento  de malha. Aliando e s te s  dois fa to re s , tem -se  um 
limite numérico p a ra  os re su ltad o s . Porém, e ste  limite p a ra  a  p rec isão  dos re su ltad o s  
não os inviabiliza, v is to  que a p recisão  ob tida  é extrem am ente s a tis fa tó r ia  p a ra  
problem as rea is . Apenas não foi possível m o stra r que a solução num érica do problem a 
aproxim a-se cada vez mais da solução exata com o en riq u ec im en to /re fin o  da malha, em 
to d as  as situações, já  que com e rro s  da ordem de 10“^^ % se  c ap ta  a  solução exata  com 
12 casas decimais p re c isa s , onde são tomados dados com 15 casas  decim ais.
A nalisando-se as F iguras 5.1 e 5.3, no tam -se  pa tam ares onde 
os resu ltados perm anecem  co n stan te s  com o enriquecim ento  da malha. E ste fa to  se 
deve  à paridade da solução do problem a em relação ao elem ento em pregado na análise. 
P a ra  modos de v ibração  que  são sim étricos em relação aos eixos coordenados, como 
o prim eiro modo p a ra  uma geom etria q u ad ran g u la r re g u la r  (modo "bolha"), não há 
m elhoria nos re su ltad o s  quando se  en riquece  o polinómio in te rp o la d o r de segundo  
p a ra  te rce iro  g rau , v isto  que um polinómio cúbico é ím par. P o rtan to  som ente o co rre  
m elhoria quando se  ap lica  uma in terpolação  q u ártica , onde, ago ra , ta l polinómio 
co n trib u i p a ra  a  aproxim ação da solução. A mesma s itu ação  o c o rre  quando se 
en riquece  a  malha de funções q u árticas  p a ra  funções de q u in to  g ra u , ou de sexto 
g ra u  p ara  sétim o g rau , e assim  sucessivam ente. Quando a m alha a p re se n ta  algum 
refino , e s ta  d ep endência  da pa rid ad e  da solução tende  a d e sa p a rec e r, p a ra  o prim eiro 
modo, perm anecendo, porém, nos su b seq u ên tes  que ap resen tem  algum a sim etria  com 
os eixos ca rtes ian o s  (FILIPPIN, BARBIERI & BARCELLOS (1992)[30]).
As c u rv a s  re fe re n te s  às taxas experim entais de convergênc ias 
o b tid as  sugerem  um com portam ento b astan te  bom p a ra  o desem penho do MLGFM aliado 
a  técn icas ad ap ta tiv a s , v is to  que p a ra  ta is  técn icas, com o objetivo  de se  tra b a lh a r  
sem pre com m alha ótima, os refinos e /o u  enriquecim entos da m alha tendem  a 
a p re se n ta r  um com portam ento melhor que e s te  aqu i m ostrado.
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6 CONCLUSÕES E SUGESTÕES
0  desenvolvim ento do Método da Função de Green Local 
Modificado p a ra  a  equação de Helmholtz foi a prim eira  aplicação do método p a ra  
análise dinâmica, pa rticu la rm en te  p a ra  a anáHse modal. Os re su ltad o s  obtidos validam 
o procedim ento e enfatizam  a p re sen ça  de su p erco n v erg ên c ia  nodal p a ra  os 
au tovalores (freq u ên c ias  n a tu ra is ) , como já  acon tece na análise  está tica . E sta  
sup erco n v erg ên cia  p rec isa , a inda, s e r  explorada e n ecess ita  de um estudo  matemático 
meds aprofundado.
O utra c a ra c te r ís tic a  pe rceb id a  na análise  dos re su ltad o s  é o 
fato  de que o refinam ento da malha, tan to  p -  como h-, m elhora sensivelm ente os 
resu ltados. Não há uma form ulação m atem ática p a ra  a  estim ativa  de e rro  p a ra  o Método 
da Função de Green Local Modificado, porém os va lo res ob tidos p a ra  a  anáHse 
experim ental de convergênc ia  sugerem  taxas sem elhantes ou m elhores que aquelas 
ap resen tad as  pelo Método de Elementos Finitos.
Um asp ec to  p e rtin e n te  à form ulação do método, que também 
aparece  na análise  dinâmica, é a possib ilidade  de sua  aplicação em meios onde não 
ex iste  solução fundam ental, de modo que o Método da Função de Green Local 
Modificado tem uma g ra n d e  aplicação  onde o Método de Elementos de C ontorno tra d i­
cional ainda não se  aplica.
A sen sib ilid ad e  à  d istorção  dos elem entos da malha se  faz 
p re sen te , sendo, porém, am enizada com o emprego de elem entos de maior ordem, que, 
pela existência de su p e rco n v e rg ê n c ia  nodal, compensam a lig e ira  p e rd a  de p rec isão  
devido à d istorção . D eve-se , e n tre ta n to , e v ita r  a excessiva d is to rção  p a ra  que não se 
in co rra  em su b in teg ração  muito ace n tu a d a  do elemento, devido ao Jacobiano to rn a r - s e  
uma função de ordem  elevada. O em prego de elem entos lineares não fo rn ece  re su ltad o s  
m elhores que aqueles ob tidos pelo Método de Elementos Finitos. P o rtan to  a  su a  
utilização não é recom endada.
A ob tenção  das freq u ên c ias  n a tu ra is  de v ibração  em geom etrias 
que apresen tam  c e r ta s  p ecu lia rid ad es, como cantos r e e n tra n tre s ,  por exemplo, 
apresentam  algum a d ificu ldade p a ra  a  solução pelo Método de Elementos Finitos ou 
pelo Método de Elementos de C ontorno, necessitando  de ce rto s  a rtif íc io s  p a ra  a  sua  
aplicação. Em pregando o Método da Função de Green Local Modificado e s te s  problem as 
são tra tad o s  de m aneira sem elhante  aq u eles  mais reg u la re s , sem que e s ta s  pecu lia rie - 
dades apresen tem  d ificu ldade.
O bom desem penho do método p a ra  a  solução de problem as sob 
condição de contorno  m ista auxiüa na  reso lução  de problem as de análise  dinâmica 
(anáHse modal) onde o con to rno  a p re se n te  e s te  tipo de condição, com alguns g ra u s  
de liberdade sob condição de con to rno  de D irichlet e o u tro s  sob condição de contorno  
de Neumann, como o co rre  em vibração  de placas e cascas.
Como su g es tõ e s , p o de-se  enum erar a lguns tópicos a serem  
desenvolvidos que podem se  b a se a r  n e s te  trabalho:
-v ib ração  liv re  em problem as da e lastic idade  bidim ensional e trid im ensional; 
-v ibração  liv re  em placas e cascas;
-v ibração  fo rçad a  e inc lusão  de amortecimento;
-aná lise  tra n s ien te ;
-p ropagação  de ondas em domínios tri-d im ensionais;
-p ropagação  de ondas em meios não-hom ogêneos;
-v ib ração  liv re  em placas lam inadas;
-em prego de funções de in te rpo lação  de base h ie rá rqu ica ;
-aplicação de técn icas  ad ap ta tiv as ;
-desenvolvim ento  de su b e s tru tu ra ç ã o .
Há, a inda, inúm eros tem as a  serem  abordados pelo Método da 
Função de Green Local Modificado, como anáUse p lástica  e e las to -p lás tic a , análise  de 
não-Iinearidades geom étrica e de m aterial, aplicações em mecânica dos flu idos, e n tre  
ou tros.
P o rtan to , co n clu i-se  que o Método da Função de Green Local
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Modificado é uma técn ica  efic ien te, e que a p re se n ta  um g rau  de desenvolvim ento que 
p rop ic ia  o seu  c resc im en to  como método num érico e o seu  aperfeiçoam ento p a ra  que 
possa  s e r  em pregado com mais ênfase  naqueles pontos onde os demais falham. Esse 
método, que teo ricam ente  pode s e r  em pregado a  todos os problem as do meio contínuo, 
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A imposição de condições de con to rno  m istas homogêneas é fe ita  
em cada porção do con torno  de m aneira co rre sp o n d en te  ao tipo da condição a  que 
e s ta  porção e s tá  su je ita . Assim, a  p a r te  do con to rno  sob condição de D irichlet tem a 
condição de contorno  autom aticam ente incluída na definição do espaço  de funções 
adm issíveis; a  condição de contorno de Neumann é im posta, na  p a r te  do contorno  
co rresponden te , a través da quan tidade  {f}. O con torno  é particionado, num ericam ente, 
em duas p a rtes: uma re la tiv a  à  condição de con torno  de D irich let e o u tra  à  condição 
de contorno de Neumann, mesmo que fisicam ente o con to rno  ten h a  mais de duas 
porções com condições de contorno não contíguas. Is so  s ign ifica  que cada nó é 
tra ta d o  de m aneira independente; as duas p a r te s  em que foi dividido o contorno  
contêm todos os nós do contorno  subm etidos às mesmas condições, respectivam en te . 
Porém, cada vez que o co rre  uma m udança de condição de contorno , o nó que se  s itu a  
na in te rface  e n tre  os dois trech o s deve s e r  tra ta d o  como nó duplo. T ra ta -se , então.
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as equações go v ern an tes  do problem a, equações (3.108) e ( 3,109), desm em bradas em 
duas, uma p a ra  os nós sob condição de contorno  de D irichlet e o u tra  p a ra  nós sob 
condição de contorno  de Neumann. E sc rev e -se  as m atrizes envolvidas nas equações 
na form a onde mxn re p re se n ta  a  dimensão da m atriz [M], com m,n assum indo
os símbolos d  p a ra  re p re se n ta r  uma dimensão co rre sp o n d en te  ao núm ero de nós 
su je ito s  à condição de D irichlet, n p a ra  condição de Neumann, re p re se n ta n d o  o 
núm ero to tal de nós no domínio e m c °  núm ero to ta l de nós no contorno . P ara  o 
v e to r {u}, a d o ta -se  as le tra s  p  e d  p a ra  id en tifica r valores p re sc rito s  e desconheci­
dos, respectivam ente. Como o v e to r F (p) é e sc rito  conforme a equação (2.26),
P(p) = (N  * N ')  t« (» l




Como o o p erad o r N* som ente é apücado  nas porções do contorno  sob condições de 
contorno  de D irichlet, d e v e r-se - ia  te r
F(p) = 0 (A.3)
Porém, com e s ta  imposição, que é teoricam ente co rre ta , oco rre  mau condicionam ento 
das m atrizes do autoproblem a. P a ra  co n to rn a r esse  inconvenien te , a d o ta -se  um valor 
p a ra  N’ suficientem ente pequeno, de modo que o autoproblem a possa  s e r  reso lv ido  sem 
a lte ra r  substancialm ente  os re su ltad o s . Portan to ,
Então, têm -se:
F(P) = N'{uJ (A.4)
C
{P éh
m^ xm^ «e I» ,
(A.5)
'dxm.
-  (ú {«}
i^nxntj
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Da prim eira p a r te  da equação (A.5), vem:
" [ ^ 2 U  («.In -
iso lando-se  {F ^ ^ tem -se:
[F,)4  = [ E . l i  [[i> ,W  i-‘p h  "  l “ í ) .  -  [E Jío . W' +
* W .W ,  (“ 1”;
Da segunda p a rte , vem:




S u b stitu in d o -se  a  equação (A,8) na equação (A.9), tem -se:
~ ■*■ í^ 2^ £Ú7t
(A.IO)
que reag ru p ad a  fica:
] nxn
-  [E J* . N ' i u j ,  * [ f f , ] ^  M i )  * [ E J „  N '  (« ,) ,  -  (« 1;
( -  [£5] ^  [ £ , ] Í  [ [ D J ^  -  N '  [ £ J ^ ]  -  N '  [ £ J ^  ) l u j ,  =
= [£3} ^  u o . u  (“, b  * “ 'f f f i i * . ,  ( « l í ;  -  < ''• " )
- t“p). - “"[ffj», i“i».
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Da prim eira  p a rte  da equação (A.5), vem:
{íí}D





iso lando-se  {F ^ )  a tem -se:
^ 4 h  ‘  C [B .]^  { « ,) , + [ O jU  (“.(1. *
* ( «i S;
Da seg u n d a  p a rte , vem:
S u b stitu in d o -se  a  equação (A.8) na equação (A.9), tem -se:
^ C^slnaí ^ 1 ^ 2 ^  í “dín
-  [^2U  N '  { u j „  .  co^  { u f „ )  .  iV' {u,}„ -  0^ {«}J
que reag ru p ad a  fica:
t [OJnxn -  [ E s i^  [^1]^ [[^2]^ -  1^2]^ -  [^4]^ } {«.}„ =
= [Esl,:^ Í Í D ,] ^  {u^ } ,  ^ { u ) l )  -  (A.li;
-  í«}».
(A.IO)
Iso lando-se  {u ^ „ vem:
= í[^4l«n -  [^3]««/ í^xrÀi i íD ,] ^  -  -  N '
{ [ ^ u  m  { ^ O  -
-  i ^ h  -  <»" [ ^ 2 U ,  í “ i í ;
S ubstitu indo-se , agora, a equação (A. 12) na equação (A.8), vem:
{Pé)é = IE,TÀ, t[» ,U  N' (£J J  [[DJ^ -
-  [E J„ . [£ .C n O J ^  N ' [EJ J  -  N '  [(£3] ^  [ £ j i  ■
(A.13)
• [[».u (“,tí • ( “)-; - [í>si.^  (“,tí -
-  [ » a U  (« I» ; + [ H i l i -  (“ l» ,l
Faz-se:
[W J™  -  [ [ O J ^  -  [ £ , ] «  [ [ 0 , U  [ « l U  -  f f '
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vem:
- [ií.U [E.C 
l í í j «  ■ [ « . l i  -  N '  [ E J J  [WJ™,
= [ E . ) i  -  N '  (W ,U
S ubstitu indo -se  as equações (A. 14 -  A. 17) na equação (A. 12),
(A.15)
í« .)n  = m n ^  í “p}. -  [^aln^í í« } " . ~





{«.}„ = [[A^2U -  W nxn  "
-  [ ^ l U  C ^2U 1 { « l í .
F az-se, agora:
[<?.]», ■ [ » . U  -  [ J Í . U  t B , ] ^  (A-^O)
i f f i W  -  i w . U  [« 2U ,  (A-21)
Portan to , su b s titu in d o -se  as equações (A.20) e (A.21) na
equação (A.19), vem:
(“.1 , = [ Ç . U  (“,(.< [< ?2U , (“ l» .
S ubstitu indo, agora , as equações (A.14 -  A.17) na equação
(A.13), vem:
\ F , h  -  [ E j i  [ i ) , U  ^ [ 0 .1 «  *
* [M3U  t v ) .  -
-  [ M J ^  * 0.» t E , C  [ « . U ,  {“ 1°,
ou melhor;
[ F ,) ,  -  U £ , ] i  [ f , ] ^  * [ O ,] «  -  [ M J ^  [ D J J  iu ^ ) , *
(A.24)
-  -  [A Í J ^  .  [E ,]2 , {u] l'd
Faz-se:
[Ç3] «  -  ( E .1 Í  [ » l U  * [ » í j U  [ o . U  -  l D , l ^
•-1 ” ”  (A.26)
S u b stitu in d o -se  as equações (A.25) e (A.26) na equação (A.24);
F^,\, = {«,1,  + CO^ [<?4l^^ (A.2')
















^ ^ ■ ^ d x d  ^ ^ À \d x m j t “ A
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M ontando-se o problema de au to v a lo r/au to v e to r:
t^ a liía í t^ 2^ <ÍOT t^2^íít(m^-<0
~  t^3Í(mj-d)wí [^3^ííai ~  ^  ^^l^nxd ^^4^(.mj-d)x(,mj-d)
i «-4
[^ iW í<?4]^ , I^ 2U [^2U, -
(A.31)
• {«}.. = {OU,
Este problem a é um autoproblem a generaH zado do tipo
{ [iq  -  CoMM] } [u] = {0} (A.32)
trazen d o  im plícitas todas as informações re fe re n te s  a  imposição das condições de 
contorno. Os nós duplos in troduzidos no modelo estão  aq u i rep re se n ta d o s  por duas 
equações re fe re n te s  ao mesmo nó da malha, P ara  a solução num érica da equação de 
Helmholtz p a ra  domínios bi-dim ensionais, onde se  tem ap enas um grau  de Liberdade 
por nó da malha, cada equação do problema re p re se n ta  um g rau  de liberdade e o 
respec tivo  nó. As condições de contorno de D irichlet são im postas, como an teriorm ente, 
no problema de au tovalo r já  montado. R esolvendo-se e s te  problema, como an tes, pelo 
método da ite ração  subespacia l, tem -se como au tovalores e au to v e to res  os quadrados 
das freq u ên c ias  e modos n a tu ra is  de vibração, respectivam ente.
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